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1. Eigenschaften von Fluiden

1.1. Vorbetrachtungen

Was ist ein Fluid?

Die Stromungsmechanik befasst sich mit dem Verhalten von flieXfahiger Materie
(Fluide) unter dem Einfluss von mechanischen Kraften. Im engeren Sinne handelt es
sich bei der flieRfahigen Materie um FlUssigkeiten (kondensierte, tropfbare Materie)
und Gase. Als flie3fahig erweisen sich aber auch Festkorperschittungen (Granulate,
Staube) oder - in Anwesenheit hinreichend grof3er mechanischer Belastung - feste
Bauelemente. Die Beschreibung der letztgenannten FlieRvorgange wird klassisch als
Domane der Rheologie bzw. der Plastomechanik angesehen. Hier soll nur das
Verhalten von Gasen und tropfbaren FlUssigkeit betrachtet werden.

Die Stromungsmechanik (auch als Fluidmechanik bezeichnet) stellt ein Teilgebiet der
Technischen Mechanik dar; diese wiederum reprasentiert ein Teil der Physik. Die
Mechanik ist die Wissenschaft, die sich mit Kraften sowie mit Wirkungen von Kraften
auf Korper und Stoffen aller Art befasst. Die beobachteten Objekte kbnnen dabei
sowohl in Ruhe als auch in Bewegung sein. In der Lehrveranstaltung Technische
Mechanik werden die diesbezlglichen Grundsachverhalte behandelt. Die
Stromungsmechanik, die sich erst im letzten Jahrhundert zu einer selbstandigen
Wissenschaft entwickelte, erforscht die Gesetzmalligkeiten der Bewegungen und des
Kraftegleichgewichtes sowohl von ruhenden als auch von bewegten Fluiden. Man
spricht von der Statik der Fluide, wenn die am Fluid angreifenden Krafte zu einem
verschwindenden Geschwindigkeitsvektor w = 0 fihren. Demgemal} bedeutet der
Fall der Ruhe die scharfste Einschrankung in der Kinematik. Dieses Teilgebiet
befasst sich (wie in der Technischen Mechanik dargelegt) mit der Beschreibung der
Bewegung ohne nach deren Ursache zu fragen. Die Gesetze der Fluidstatik lassen
sich insbesondere auch auf rotierende Systeme Ubertragen, bei welchen das Fluid im
mitrotierenden System ruht.

Die Hydrostatik studiert das Verhalten von tropfbaren Flussigkeiten, welche sich
durch grof3e Volumenbestandigkeit bzw. geringe Kompressibilitat auszeichnen.
Indessen befasst sich die Aerostatik mit gas- oder dampfférmigen Medien in einem
solchen (thermodynamischen) Zustand, bei welchem sie sich leicht

zusammendricken lassen.
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Als ldealisierung des physikalischen Verhaltens spricht man von inkompressibel,
wenn das Medium einer Volumenanderung einen groRen Widerstand entgegensetzt.
Diese Aussage betrifft auch die Fluiddynamik: als kompressible werden die Fluide
dann betrachtet, wenn die Stromungskinetik bzw. -krafte zu einer Dichteanderung
fuhren.

Die weitgehende Bedeutung der Stromungsmechanik ist offenkundig. Immer wenn
sich Systeme in Fluiden (z.B. Fahrzeuge, Schiffe, Flugzeuge), oder Fluide in
Systemen (z.B. Rohrleitungen, Stromungsmaschinen) bewegen, erfullen sie die
Strdomungsgesetze.

Unter den Begriffen Hydraulik (Fluid: Flissigkeit, meist Ol) und Pneumatik (Fluid:
Luft) werden heute Techniken verstanden, die "Kraftbewegungen" verwirklichen und
steuern. Sie werden neuerdings auch zusammengefasst unter den Begriffen Fluidik
oder Fluidtechnik. Diese beiden Gebiete sind nicht Gegenstand dieses Skriptums.
Fehler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werden. zeigt die Einteilung der
Stromungsmechanik in ihre Unterbereiche.

Statik der Fluide Dynamik der Fluide
(ruhendes Fluid) (bewegtes Fluid)
Hydromechanik Hydrostatik Hydrodynamik
p = const
Aeromechanik Aerostatik Aerodynamik
p # const Gasdynamik
Tabelle. 1.: Einteilung der Strdmungsmechanik

Bei Gasstromungen mit Geschwindigkeiten kleiner als etwa 100 m/s sind die
Dichteanderungen so klein, dal3 man mit konstanter Dichte rechnen und somit die
Gesetze der Hydrodynamik anwenden kann.

Die meisten Gesetze der Stromungsmechanik gelten gleichermalien flr
Flussigkeiten und Gase. Der Ubergeordnete Begriff dafur heildt Fluid.

Flussigkeit — Wasser

Fluide
Gas — Luft

Geschichtliche Entwicklung:

Die Bedeutung der Stromungsmechanik lasst sich auch historisch verfolgen. In der
prahistorischen Zeit musste sich der Mensch zwangslaufig mit der Wirkung von
Stromungskraften befassen, um etwa geeignete Jagdwaffen, Wasserleitungen und
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Wassertransportmittel zu bauen. Im klassischen Altertum macht sich der Mensch
seine  Erkenntnisse Uber Stromungsvorgange zu Nutzen, um Schiffe,
Bewasserungssysteme und Wasserrader zu entwerfen. Aus dieser Zeit stammen
z.B. auch Nivelliergerate und Spielzeuge. ARCHIMEDES (287-212 v. Chr.) gelingt die
Berechnung des hydrostatischen Auftriebes.

Von den Romern bis zur Renaissance liegen keine wesentlichen Beitrage vor. Im
Unterschied hierzu gibt es nach der Renaissance ein Uberaus breites Spektrum an
bahnbrechenden Arbeiten. Leonardo da VINCI befasst sich um 1500 mit der
Berechnung der Massenerhaltung sowie mit der Verlustverringerung durch
Formgebung. Er studiert des Weiteren die Wellenbewegung, den hydraulischen
Sprung und die Stromungsturbulenz sowie das Verhalten von Freistrahlen und
Nachlaufstromungen.

Evangelista TORRICELLI (1608-1647) findet eine mathematische Beziehung zur
reibungsfreien Berechnung des Ausflusses einer Flussigkeit aus einem Gefal}.

Edme MARIOTTE (1628-1684) realisiert einen ersten Versuchskanal zur Messung des
Widerstandes von Kdorpern in Stromungen.

Isaac NEWTON (1643-1727) tragt ganz wesentlich zum Verstandnis
stromungsmechanischer Vorgange bei. Er postuliert, da® der Fluidwiderstand
proportional zur Geschwindigkeitsdifferenz ist. Als Mal} fur den Widerstand 'normaler’
Fluide (Wasser, Luft) fuhrt er die Viskositat ein. Mit Hilfe der Differentialrechnung
berechnet er das Strdomungsverhalten eines rotierenden Zylinders.

Daniel BERNouLLI (1700-1782) stellt bei seinen Untersuchungen fest, dal} zwischen
der Druckanderung und der Beschleunigung eines Fluids Proportionalitat besteht. Er
fuhrt auch den Begriff Hydrodynamik ein.

Leonhard EULER (1707-1783) leitet die Grundgleichung der reibungslosen Stromung
(Bernoulli-Gleichung) her und fuhrt die Feldbeschreibung ein.

Jean D'ALEMBERT macht auf das Paradoxon aufmerksam, dal} ein reibungsfrei
umstromter Korper der Stromung keinen Widerstand leistet.

Josef Luis LAGRANGE (1736-1813) schlagt vor, eine Stromung durch Verfolgung der
einzelnen Teilchenbahnen zu beschreiben.

Pierre Simon LAPLACE (1749-1827) formuliert ein Gesetz, welches erlaubt die
Gestalt freier Oberflachen bzw. Fluidgrenzflachen zu berechnen.

Der Berucksichtigung des Einflusses der Reibung in Stromungsfeldern sind Arbeiten

aus den Jahren 1827-1845 von Claude Luis NAVIER, Augustin Luis CAUCHY,
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Simeon Denis PoissoN und Jean Cloude ST. VENANT gewidmet. Diese Verfasser
fuhren eine unbekannte molekulare Funktion zur Beschreibung der Reibung ein.
George Gabriel STOKES verwendet diesbezuglich die Viskositat.

Osborne REYNOLDs (1842-1912) studiert die Merkmale der Turbulenz. Die moderne
Stromungsmechanik hat ihren Ursprung in Arbeiten von Ludwig PRANDTL (1875-
1953). Mit der von ihm entwickelten Grenzschichttheorie gelingt es, die Konflikte
zwischen den Hydraulikern und den theoretischen Stromungsmechanikern zu
Uberbriicken. Die erste Gruppe befasst sich mit technischen Anwendungen und ist
haufig darauf angewiesen, empirische Erkenntnisse anzuwenden. Indessen kennen
die theoretischen Stromungsmechaniker zwar die Bewegungsgleichungen, aber nur
in seltenen Fallen liegen entsprechende Losungen fur praktische Anwendungen vor.
Dieser kurze Abriss kann nicht alle Errungenschaften der Fluidmechanik auffihren.
Es sollen hier aber noch kurz einige der zum Teil sehr namhafter Forscher des
laufenden Jahrhunderts stellvertretend genannt werden.

Albert EINSTEIN befasst sich in seiner Jugend mit der Bestimmung der Viskositat von
Suspensionen. Viel spater arbeitet er mit seinen Schilern auf dem Gebiet der
Turbulenz.

TAYLOR, RICHARSON, KOLMOGOROFF, BATCHELOR und ROTTA tragen wesentlich zur
Entwicklung der statistischen Turbulenztheorie bei. Th. von KARMAN publiziert
Arbeiten, etwa zum Themenkreis der rotierenden Scheibenstromungen, die
inzwischen als klassisch gelten. Die sich hinter einem querangestromten Zylinder
ausbildende Wirbelstrasse ist nach ihm benannt.

Ende der sechziger Jahre werden entscheidende Fortschritte bei der
Sichtbarmachung von Stromungen erzielt. Mit entsprechenden
Visualisierungstechniken belegt die Gruppe um KLINE die Existenz koharenter
Strukturen in turbulenten Stromungen. In den achtziger Jahren findet die von
MANDELBROT entwickelte Fraktaltheorie Einzug in die Turbulenztheorie. Ohne
bestimmte Verfasser hervorheben zu wollen muss festgestellt werden, dass in der
laufenden Dekade die numerische Simulation von Stromungsprozessen eine
zunehmend wichtigere Rolle spielt. Diese Entwicklung lasst sich aber nicht nur auf
die starke Zunahme der Leistungen moderner Rechenanlagen zuruckfuhren.
Vielmehr ist dies eine Folge der intensiven Bemuhungen im Zusammenhang mit der

Weiterentwicklung numerischer Algorithmen (z.B. die Multilevel-Verfahren).
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1.2. Dichte, Kontinuitat der Masse

Ein Fluid wird als ein "Kontinuum" angesehen. In einem Kontinuum ist das kleinste
betrachtete Volumenelement dV noch immer homogen, d.h. die Abmessungen von
dV sind noch grol3 gegeniber dem mittleren Molekullabstand im Fluid.

Die Dichte p eines Fluidelements ist definiert als der Kehrwert des spezifischen
Volumens v [m¥kg].

-1 [ -

Vv m

Die Dichte ist eine Funktion des Ortes und der Zeit, d.h. p = p(X, y, z, t) fur ein
kartesisches Koordinatensystem. Bei veranderlicher Dichte spricht man von
kompressiblen, bei konstanter Dichte von inkompressiblen Fluiden.

Jedes Fluid besitzt eine Masse. Die Dimension der Masse m ist [kg]. Die Masse
beansprucht Raum. Diesen Raum nennen wir Volumen V, welches die
Dimension [m* trégt.

_m kg ]
P=y |:m3:| (1-2)

Zwischen der Dichte von Flussigkeiten und der von Gasen besteht ein riesiger
Unterschied, der ungefahr dem Faktor 1000 entspricht.

Zu Beachten ist die Abhangigkeit der Dichte vom Druck p und der Temperatur T, die
fur viele Fluide in Form einer Zustandsgleichung gegeben ist. Fur ideale Gase ist
dies die Gleichung

“R-T (1-3)

o |

mit der Gaskonstante R des Gases.
Im Gegensatz zu Gasen weisen Flussigkeiten nur schwache Abhangigkeiten der
Dichte vom Druck und von der Temperatur auf.
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Fluid p (kg/m?3)
Helium 0,1785
Wasserdampf 0,768
Stickstoff 1,2505
Sauerstoff 1,4289
Luft 1,2928
Argon 1,784
Kohlendioxid 1,977
Mineralol 850
Wasser 998,2
Quecksilber 13595,5
Quecksilber 13546 (20°C)
Tabelle. 2.: Dichte verschiedener Fluide bei 0°C und 1 bar
1000 5kg/m") —
990 - 100
980 L 5(kg/m')
970 1 g
9601 1050
9501 I
960
P00 220 2w0 260 280 300 1000 1000 2000 3000
T(K) p{atm)

Abbildung 1: Dichte von Wasser als Funktion von T und p

Die StoffgroRe p hangt von p und T ab. DemgemaR I&sst sich fir die Anderung der

Dichte schreiben (totales Differential):

op op
dp=| —=| dT+H —| d -
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bzw. fur die relative Dichteanderung:

dp 1(0 1(d
—p:—(—pj dT+—(—pj dp. (1-5)
p p\aT), pLop J;

Im Zusammenhang mit den oben gegebenen Erlauterungen interessiert die

Anderung der Dichte bei konstanter Temperatur, welche durch den
Kompressibilitatskoeffizienten pr
1( op
B =—(—J 1-6
T p ap . ( )

ausgedruckt wird. An dieser Stelle erweist es sich zunachst als sehr instruktiv ein

ideales Gas zu betrachten. Mit Hilfe des idealen Gasgesetzes lasst sich fur

schreiben:
o= P o) _ 1
RT op); RT RT 1 1
Br="o=" (1-7)
1_RT P RT p
p P

Demgemald andert sich beim idealen Gas wie der Druck und kann somit eine
bedeutende GroRenordnung erreichen. Wie die nachfolgende Tabelle (Daten fir 1

bar und 0° C) belegt, nimmt bei Flissigkeiten hingegen nur sehr geringe Werte an.

StoffgroRe | Dimension | Wasser Methanol Luft CO,
o kg/m® 999,8 810 1,275 1,975
Br- 10° m?/N 0,0001 0,0001 1,007 1,007
Tabelle. 3.: Kompressibilitatskoeffizienten und Dichte ausgesuchter Materialien
04.03.2013
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1.3. Massenstrom, Volumenstrom

Das Fluid bewegt sich vor dem ortsfesten Hintergrund: es stromt. Wir stellen uns
einen ortsfesten, ebenen Ring beliebiger Form vor, dessen Querschnitt A
durchstromt wird.

W

a

Abbildung 1-2: Stromung durch einen gedachten Querschnitt A

Wir interessieren uns fur die Masse, die pro Zeiteinheit den Querschnitt A
durchstromt. Sie ist proportional zu A und zu p. Weiter ist sie proportional zur
Geschwindigkeit w des Fluids, genauer gesagt zu der Komponente, mit der das Fluid

senkrecht zu A stromt.

m~A (1-8)
m~p (1-9)
m~w-cos(a)-p-A (1-10)

Die andere Komponente liegt in A und kann somit nichts Uber A fordern. Fur den

Massenstrom m mit der Dimension [kg/s] erhalten wir danach:

m=w-p-A (1-11)
Das Produkt

V=w-A (1-12)
heilt Volumenstrom und hat die Einheit [m®/s]. Somit ist

m=p-V (1-13)
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Ay
Abbildung 1-3: Stromrohre

Wir orientieren nun zwei Ringflachen A4 und A; so, dal® sie senkrecht zur Stromung
stehen.

Wir verbinden die beiden Ringe durch eine gedachte Rdhre. Das ganze heif3t dann
Stromrohre.

Das Wesentliche daran ist, dass das Fluid nur entlang der Rohrenwand stromen
kann. Wir setzen voraus, dass sich die Stromung Uber die Zeit nicht verandert
(stationar), d.h., dass p und w an jedem Punkt der Rohre konstant sind, wahrend sie
sich entlang der Rohre andern konnen.

Nun muss, da Masse nicht verschwinden oder erzeugt werden kann, diejenige
Masse, die pro Zeiteinheit durch A; in die Stromrdhre eintritt, in der selben
Zeiteinheit durch A; wieder austreten.

D.h. es gilt:

m, =m, (1-14)
oder

W, p,A=W,p,A,. (1-15)

Wenn sich die Dichte des Fluids auf dem Weg von A4 nach A; nicht andert, gilt:

WA =W, A, . (1-16)
oder
V, =V, (1-17)

Wenn daruber hinaus auch noch die Querschnitte gleich sind, folgt:

W,=W,. (1-18)
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Bsp.: Spritze
Kolben ? W, w2
V] A,
Ay

Abbildung 1-4: Spritze

V, =V, (1-19)

Eine Spritze ist eine Stromrohre mit festen Wanden und deutlicher

Querschnittsverengung.

m, =m, (1-20)
Wip,A=W,p, A, Weilp=p, (1-21)
Wi _ Ay

w, A (1-22)

Eine Spritze ist eine Stromrohre mit festen Wanden wund deutlicher
Querschnittsverengung.

Die Spritzenflussigkeit andert ihre Dichte nicht. Wir erhalten flr die relative Erhdhung
der Geschwindigkeit:

W, -W, — A1
W, A, -A,

(1-23)

Bsp.: Rohrverzweigung

Vi

Ay
Abbildung 1-5: Rohrverzweigung

Eine Stromréhre mit festen Wanden kann sich verzweigen. Die Massenstrombilanz

lautet:
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m,=m, +m, (1-24)
und bei konstanter Dichte:
V.=V, +V, (1-25)

Wenn zwei Strome gegeben sind, lasst sich der dritte ermitteln. Allein aufgrund der
Flachenaufteilung der Verzweigung lasst sich allerdings nicht sagen, wie sich die

Strome verteilen.

1.4. Eigenschaften von Fluiden

Die Bewegung in einem Stromungsfeld hangt ganz wesentlich von den
Eigenschaften der flieRenden Materie ab. Diese Eigenschaften sind die Tragheits-
und Schwerkrafte (durch die Dichte p) ebenso wie die Reibungseffekte (Zahigkeit
oder Viskositat). Eine weitere wichtige GroRe ist die Kompressibilitat (Anderung der
Dichte bei Druck- oder Temperaturerhéhung). Sie erweist sich als ganz entscheidend
hinsichtlich einer Unterscheidung von Gas (kompressibel) und Flussigkeit
(dichtebestandig).

In diesem Zusammenhang muss aber darauf hingewiesen werden, dall Gase
durchaus auch als inkompressibel angesehen werden konnen, wenn die im
Stromungsfeld auftretenden Krafte zu keiner nennenswerten Kompression flhren.
Fur Luft gilt diese Naherung bis zu Geschwindigkeiten von etwa 100 m/s.
StoffgroBen und Stofffunktionen

Als Stoffgréfien bezeichnet man solche physikalischen GréRen, welche eine Funktion
der Temperatur T und des Druckes p darstellen, aber nicht vom Stromungsfeld
abhangen. Hingegen liegt eine Stofffunktion vor, wenn die lokale Stromung die
physikalische Groe beeinflusst.

Bei Gasen unter mafRigen Dricken und reinen, flissigen (newtonschen) Medien
lassen sich die Dichte p, die Kompressibilitat § (siehe Kap. 1.2) und die dynamische
Viskositat n in guter Nahrung als StoffgroRen ansehen. Darlber hinaus stellt die

Oberflachenspannung c eine StoffgrolRe dar.
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2. Druck

Der Druck spielt eine entscheidende Rolle in der Mechanik der Fluide.

F

“ Gasbhehalter «

Abbildung 2-1: Gasbehalter

p_A m2 ( - )

p - Druck auf den Kolben (skalar), A - Flache des Kolbens

In der Technik werden verschiedene Druckbegriffe verwendet.
pabs = pu + pgh = pabs = pO T Ap (2'2)

Absolutdruck:

Pabs — der Absolutdruck (gegeniber dem Druck im leeren Raum)

Pu — Umgebungsdruck (Atmospharendruck - gemessen mit einem TORRICELLI -

Barometer). In der Literatur auch als pg bezeichnet.

AP = Pabs — Pu — Druckdifferenz, gezeigt durch Manometer: Uberdruck (positiv)

oder Unterdruck (negativ).

Absolutdruck = Umgebungsdruck +/- Uberdruck/Unterdruck
Einheiten:

10° N/m? = 100000 Pa = 10° Pa = 1 bar = 1000 mbar

10,2 mH,0 = 100062 Pa

760 Tor = 760 mmHg = 101098 Pa = 1,01 * 10° Pa
Annahme: Normaldruck (20°C) = p,= po= 100000 Pa

04.03.2013
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Wi, W2,z
—>
/ 11 i ":
, o A RS __,/"f
Abbildung 2-2: Strdomung zwischen zwei Positionen
W12 w22
p1 + pT:pz +p 2
p2 und p1 statische Dricke (2-3)
w12 w22
pT und pT dynamische Drucke

Gl. 2-3 wird im Kap. 7 ausfuhrlich erlautert.
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3. Hydrostatik

3.1. Grundgleichung der Hydrostatik

Ein ruhendes inkompressibles homogenes Fluid unter dem Einfluss der
Schwerkraftbeschleunigung g. An der Oberflache herrscht immer der

Umgebungsdruck. Die Aufgabe lautet: Berechne den Druck p.

Abbildung 3-1: Inkompressibles homogenes Fluid (Gersten: Einfuhrung in die STM)
Fp - Druckkraft; G - Gewichtskraft

Kraftegleichgewicht in vertikaler Richtung:

>F,=mz (3-1)
F,—mg—p,-A=0 (3-2)
p-A-mg-p,-A=0 (3-3)
m=p-V=p-A-h damitin Gl. (3-3) (3-4)
p-A-p-h-A.-g—p,-A=0}A (3-3)

Das Ergebnis ist die Grundgleichung der Hydrostatik:
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P=p,+p-g-h (3-6)

Der Druck ist an jedem Punkt im Fluid richtungsunabhéngig, also ein Skalar und
resultiert, unabhéngig von Verdeckungen oder Ausdehnung des Fluids, aus der
lotrechten  Strecke  zwischen  Beobachtungspunkt und der Lage der
Wasseroberflache.

Aus dieser Gleichung leitet man zwei Satze ab:

Satz 1: In einer Flussigkeit herrscht in Punkten gleicher

Hohe/Tiefe der gleiche Druck.

Satz 2: Der Druck wachst proportional zur Tiefe und nimmt

proportional zur Hohe ab.

3.2. Anwendung der hydrostatischen Grundgleichung

3.2.1 PAscALsches Paradoxon

- gleiche Flussigkeit
- gleiche Hohe
- gleiche Flache

- verschiedenes Gewicht

-

MR

T

Abbildung 3-2: Pascalsches Paradoxon (Becker: Technische Stromungslehre)

p1=po+p-g-h p2=po* p:g-h p3=po* p:g-h (3-7)
p1=F1A po=F2-A p3=F3A (3-8)
P1=pP2=p3 (3-9)
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Der Bodendruck ist in allen skizzierten Gefalten gleich. Es wirkt die gleiche Kraft F,
unabhangig vom Gewicht der Flussigkeit. Die Druckkraft ist unabhangig von der

Gefal¥form, wenn die Grundflachen gleich groR sind.

oF
A

3.2.2 Druckverlauf in kommunizierenden Rohren

Abbildung 3-3: Kommunizierende Réhren

Beispiel: U-Rohr mit zwei nichtmischbaren Fliissigkeiten

Po
h, Ho 1
gy h ]
A— — S L Ex3————A

Abbildung 3-4: U - Rohr (Gersten: Einf. i. d. STM)

Die Linie A-A wird als Bezugslinie bezeichnet (BZL) => der hydrostatische Druck im
linken Schenkel ist gleich dem hydrostatischen Druck im rechten Schenkel des U-
Rohrmanometers. Wirden wir den oberen Teil uUber der Bezugslinie BZL
wegnehmen, wirde ein System aus kommunizierenden Rohren entstehen, wie in
Abbildung 3-3.
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P.=P, +p,gh, Grundgleichung der Hydrostatik im linken Schenkel
Pr=P, +p,gh, Grundgleichung der Hydrostatik im rechten Schenkel
P. =Pr an der BZL sind die Drlcke gleich

Po +p+9N =P, +p2gh,

P _h,

P h
(It. Abbildung ho/hq > 1 pq > p2).

3.2.3 Hydraulische Presse

=P n
[~ = I
B e I e . R
S [ e P e
Abbildung 3-5: Hydraulische Presse (Gersten: Einf. i. d. STM)
F1
pL pu A1 p g
D =p. 2
R u A2
F_R
“1_"2_5.9-h
A, ) p-g-n,

04.03.2013
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(3-15)

(3-16)

(3-17)
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F_F 319
A1 - A2 ( - )
B P2 gan, s> Ay o> Fy (3-20)
F1 A1

Schlussfolgerung: Mit einer kleinen Kraft F1 kann man eine grof3e Kraft F, erzeugen.

3.2.4 U - Rohr - Manometer zur Messung des Gasdruckes pg

Abbildung 3-6: U - Rohr - Manometer (Becker: Technische STL)

BZL: "links = rechts"

P, +ps 9-h, =p, +pr-9-Ah (Druck der Gassaule wird vernachlassigt)  (3-21)
pg-9-h;=0 — Pg << P (3-22)

Ps =P =Po +Pr -9-Ah (3-23)
Dabei bezeichnen wir p., -g-Ah = Ap, als Uberdruck. Dieser ist positiv, wenn pg > po
ist. Bei pg < po, ist Ap; negativ und wird als Unterdruck bezeichnet

Vor jeder Berechnung ist zu priifen, ob nach dem Uberdruck/Unterdruck Ap oder
dem Absolutdruck pass gefragt ist! Der Uberdruck resultiert nur aus dem betrachteten
Fluid, der Absolutdruck (=Gesamtdruck) zuziiglich aus dem atmosphé&rischen Druck
(= Umgebungsdruck = Luftdruck) an der Wasseroberflache.
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3.2.5 Flussigkeitsschichten

.z Lo iy b )
y - hy
T P1 P \ 4
TETHY i
g (m/s?) X
v P3 hs
P3
S R y
P4
EEEE:

Abbildung 3-7: Geschichtete Fluide

P =p,+2.p-9-h (3-24)

=1

Py =P, +pP1-9-hy+p,-g-h, +p;3-g-hy +p,-g-h, (3-25)
Bei gleichen Dichten p=p1=p>=p3=p4 vereinfacht sich die Gleichung zu:

Py =P, +p-g-(hy+h, +hy; +h,) (3-26)
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3.3. Statischer Auftrieb

Beim Eintauchen eines beliebig geformten Korpers in eine Flussigkeit stellt man eine
scheinbare Gewichtsminderung fest.

Abbildung 3-8: Druckkrafte am eingetauchten Korper

ARCHIMEDES entdeckte, dal® der Betrag, um den sich das Gewicht scheinbar

vermindert, gleich dem Gewicht der verdrangten Fllssigkeitsmenge ist.
Fao=pr- V-9 (3-27)

Vk - Volumen des eingetauchten Korpers

Der statische Auftrieb eines vollstandig in eine FlUssigkeit eingetauchten Korpers

ist gleich dem Gewicht der verdrangten Flussigkeit pr-Vk-g.

Der Angriffspunkt ist der Volumenschwerpunkt des verdrangten Volumens. Durch
den statischen Auftrieb Fa erfahrt der Korper scheinbar einen Gewichtsverlust AG

(Prinzip von ARCHIMEDES)
AG =F, (3-28)
Das scheinbare Gewicht (in der Flissigkeit) entspricht der Differenz zwischen dem

Gewicht des Korpers in Luft und dem Auftrieb.
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G, =G-F, =G-AG (3-29)
FA =G-Gg =pr - Vk -9 (3-30)
G-G
Vig=——= 3-31
“ Pr -9 ( )
G - Gewicht des Korpers in Luft

Gseh - Gewicht des Korpers im vollstandig eingetauchten Zustand
Bei bekannter Dichte pg der Flussigkeit lasst sich das Volumen des Korpers
bestimmen, wenn man den Korper in Luft und in der Flussigkeit ausgewogen hat.

Das Gewicht des Korpers lasst sich durch die Dichte px ausdriicken.

G

G:p V.g - V= 3-32

“ Pk -9 ( )
Eingesetzt in V ergibt sich:

G G-Gg,

= (3-33)

Pk -9 Pr-9
G

Pk = W'PH (3-34)

Schwimmen: Der Korper schwimmt, wenn ein Teil seines Volumens aus der

Flussigkeit herausragt
FA=G (3-3%5)

Schweben: Der Korper ist vollig eingetaucht.
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Beispiel: Schweben eines Korpers

Pu
\—Z s
y
PFI
x>
Fyo t2
|k
b t
e LM |
,, AT A 4 oy
> Fg < i
Ap1 > VK ,PK AKy < | Ap1 hk
o é_—_ F
Fx12 = % X12¢ "@
y
P AKy:IK-bK
My = Vi Pk
Fy'l t1=t2 +hK

Abbildung 3-9: Kraftverteilung am eingetauchten Kérper beim Schweben

Kraftegleichgewicht in x-Richtung:
NEWTON:

zin = 0
0=-F4, +F,

Fx12 = Fx12

Kraftegleichgewicht in y-Richtung:
NEWTON:

ZFyi =0

0=-F

y1

-F + Fy2

(3-36)

(3-37)

(3-38)

(3-39)

(3-40)

Fy1 — Druckkraft, die in der Tiefe t4, von unten normal auf den Korper wirkt

Fyl :pl.AKy :(pu—’_pFl.g'(tZ—’_hK))'AKy

(3-41)

Fy2 — Druckkraft, die in der Tiefe t, von oben normal auf den Korper wirkt

04.03.2013
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Foo =P2 Ay =Py +Pr9-t)- Ay (3-42)
Fc — Gewichtskraft des Korpers

Fo =my-g=pg-Vk-9 (3-43)
Durch Einsetzen in die Gleichung (3-40) ergibt sich

O0=(Py+Pr-9-t2) Axy =Pk - Awy ‘N - 9= (Pu +Pr -9 (N +15))- Ay (3-44)

Pk 9-he Ay, =pg-g-he -Ay, (3-45)
Die linke Seite der Gleichung entspricht Fg.

Fo =px -9-h¢ - Ay, (3-46)
Die rechte Seite der Gleichung entspricht Fa.

Fa =M -g=pg N Ay -9 (3-47)

Durch das Gleichgewicht dieser beiden Krafte entspricht die Auftriebskraft Fa
ebenfalls der Differenz der beiden Druckkrafte in den verschiedenen Tiefen der

Flussigkeit.

Fo=Fs=F,,—F,, (3-48)

04.03.2013 30



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

3.4. Krafte auf Behalterwande

Beispiel: Duckkraft auf eine ebene Wand

Projektion der
geneigten Wand

Abbildung 3-10: Druckkraft auf eine geneigte ebene Wand (Tiefe b gemessen
senkrecht zur Tafel)

Ein Behalter, in dem sich ein Fluid der Dichte p befindet, wird durch eine geneigte
ebene Wand begrenzt. Auf eine vorgegebene Flache A ubt die Flussigkeit eine
Druckkraft F aus, deren Betrag und Angriffspunkt gesucht werden.

Im Punkt P befindet sich ein Flachenelement dA mit der Tiefe h(y)

hly)

—cosa h(y)=y-cosa  dA=b-dy (3-49)
y

Die Kraft die auf die Innenseite des Behalters wirkt ergibt sich aus:

dF =p(y)-dA (3-50)
dF =dF +p, -dA (3-51)
Der Druck folgt aus

p(y)=po +p-g-h (3-52)
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p(y)=p, +p-g-y-cosa (3-53)

Der Kraftanteil, der von der Flussigkeit allein erzeugt wird, dFg berechnet sich zu:

dF., =dF —p, -dA (3-54)

dF, =p, -dA+p-g-y-cosa-dA—p, -dA (3-55)
L

FFl:b.p.g.Cosa.jy.dy (3-56)
0

dA =b-dy (3-57)

1 2
Fﬂ_zi.b.p.g.cos(x.[y ]0 A=b-L (3-58)
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4. Dynamik der Fluide - Beschreibung von Stromungen

Um die Bewegung des Fluids in einer Stromung zu beschreiben, gibt es zwei
verschiedene Darstellungsmethoden:
Die Stromung in einem vorgegebenen Koordinatensystem, z.B. kartesisch mit der

Zeit, ist charakterisiert durch:

Temperatur T=T(x,Y, zt) (4-1)
Druck p=pkxYy,zt) (4-2)
Dichte p=pXY,zt) (4-3)
Geschwindigkeit w(x,y, z,t) ={u(x,y, z, 1), v(X, ¥, z, t), w(x, y, z, t) } (4-4)

Es interessiert in diesem Fall nicht das Einzelschicksal einzelner, sondern das
Verhalten standig wechselnder Fluidteilchen, die einen vorgegebenen Punkt
passieren.

FiUr dreidimensionale Stromungen gilt:

uv,w,p,p, T=Ff(x,y,z1t) (raumlich)
Fir zweidimensionale Stromungen gilt:
uv,p,p, T=F(xv,t) (eben)
FUr eindimensionale Stromungen gilt:
up,p, T=F(xt) (Stromfaden, wenn stationare
Stromung)

Zeitabhangigkeit:
Liegt keine Zeitabhangigkeit vor, spricht man von einer stationaren Stromung.

Liegt Zeitabhangigkeit vor, spricht man von einer instationaren Stromung.
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Stoffeigenschaften:

reibungsfreie / reibungsbehaftete Stromung

kompressible / inkompressible Stromung

ideales/nichtideales Gas

Inkompressibles Fluid (p = const.)

Ein Fluid dessen Dichte wahrend der Stromung konstant bleibt, heil3t ein
inkompressibles Fluid.

In der Literatur verwendet man auch eine andere Formulierung: eine Stromung, bei
der die Dichte p des stromenden Fluids konstant bleibt, hei3t inkompressible
Stromung.

Vernachlassigung der Temperatur T

Wenn einfache (Modell-) Fluide betrachtet werden, kann die Temperatur
vernachlassigt werden.

1) Inkompressibles Fluid (p = const.)

Das Temperaturfeld hat keinen Einfluss auf Druck- und Geschwindigkeitsverteilung
(-Feld) wenn Viskositat konstant sind.

2)ldeales Gas (p=p RT)

Wenn Druck p und Dichte p bekannt sind, kann die Temperatur berechnet werden. R

ist eine Gaskonstante.
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5. Viskositat und Oberflachenspannung

5.1. Viskositat
F

U s

777777777 7777777777 77777 7 7 77 77 7 7 7 A

t tedt

dy

h
|
y '|-———-—u-dt a—
S S S S S S S S SSSSSSSSS s
-

Abbildung 5-1: COUETTE - Stromung

Fluid befinde sich zwischen einer festen Grundplatte und einer im Abstand h dazu
parallelen Platte, die mit der Geschwindigkeit U bewegt wird (COUETTE-Stromung).
Plattenflache A — bendétigte Tangentialkraft oder Schubspannungskraft F.

In einem Fluid ist die Schubspannung t das Verhaltnis der Schubkraft zur Flache, an

der die Schubkraft angreift.
F
=— und 5-1
T=o (5-1)

mit: A = Plattenflache

Haftbedingung: Am Rande haben die Flussigkeitsteilchen die gleiche
Geschwindigkeit wie die Platte.

Der Zusammenhang zwischen Schubspannung +t (Belastung) und dem
Geschwindigkeitsgradienten heil3t Reibungsgesetz.

T= nd_y (5'2)

Ein Fluid mit linearem Reibungsgesetz heil3t NEwTONsches Fluid, anderenfalls Nicht-

NEWTONsches Fluid.
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NEWTONsches Reibungsgesetz:

- (5:3)

Der Proportionalitatsfaktor n hei3t dynamische Viskositat und hat die Einheit
[N-s/m?].

Die Fahigkeit eines Fluids Schubspannungen zwischen 2zwei Schichten
unterschiedlicher Geschwindigkeiten oder zwischen dem bewegten Fluid und einer
festen Wand Ubertragen zu kénnen, liegt in seiner dynamischen Viskositat n. Sie wird
durch molekulare Krafte hervorgerufen und ist eine Stoffeigenschaft. Sie hangt bei
malfdigen Dricken nur von der Temperatur des Fluids ab.

Die kinematische (dichtebezogene) Viskositat v ist
n

V=— 5-4
0 (5-4)

und hat die Einheit [m%s].
In FLM | und FLM Il behandeln wir nur NEwTONsche Fluide.
: Nicht-Newtonsches

veg | Fluid

y
/ Newtonsches

Fluid

ér 2 nd

Abbildung 5-2: Reibungsgesetze
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5.2. Die Oberflachen- bzw. Grenzflachenspannung

Bisher wurde das Verhalten reiner, einphasiger Fluide betrachtet. Die nachfolgenden
Erorterungen betreffen indessen die Trennflache zweier Fluide, die als ineinander
unléslich bzw. nichtmischbar angesehen werden. Eine solche Trennflache stellt die
an einem Gas angrenzende (freie) Oberflache einer FlUssigkeit dar (siehe
Abbildung 5-3).

Im Inneren der Flussigkeit heben sich die intermolekularen Anziehungskrafte auf ein
Teilchen im Mittel auf. Es liegt ein kugelsymmetrisches Kraftfeld vor. Besagte
Asymmetrie an der Oberflache bedingt eine Kraftresultierende, die ins Innere
gerichtet ist, da die Gaspartikel Uber der Oberflache keine intermolekularen Krafte
ausuben.

Die Dicke dieser Oberflachenschicht entspricht dem Wirkungsbereich der

intermolekularen Krafte (= 10 Molekuldurchmesser).

Luft

N 4 y

Flussigkeit

Abbildung 5-3: Oberflachenspannung als Folge eines asymmetrischen, molekularen
Kraftfeldes

Gegen diese Resultierende muss Arbeit geleistet werden, wenn ein Teilchen aus
dem FlUssigkeitsinnern an die Oberflache verschoben werden soll. Demgemaf
besteht ein Bestreben der Flissigkeit ihre Oberflache klein zu halten.

Diese Wirkung der Oberflachenspannung lasst sich durch den in Abbildung 5-4
dargestellten Versuch veranschaulichen.

04.03.2013 37



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

aufzuwendende Kraft
F=2cL

™ beweglicher
S Drahtschenkel

Flussigkeitsfilm

Abbildung 5-4: Versuch zur Bestimmung der Oberflachenspannung

Um die Oberflache durch das Auseinanderziehen der verschiebbaren Drahtschenkel

zu vergroflern, bendtigt man die Kraft F. Da zwei Oberflachen vorliegen, gilt
F|=2lo (5-5)

Die Oberflachenspannung verursacht also eine Kraft, die bei einer Verschiebung um
dx die Arbeit

W=F - AS (5-6)

Dies fuhrt zur Entstehung von sogenannten Minimalflachen, die unter einer
Oberflachenspannung o stehen. Eine solche Minimalflache stellt die Kugelgestalt
dar. Freie Flussigkeitsvolumina (d.h. in Abwesenheit von Stérungen) nehmen daher
die spharische Form an, siehe Abbildung 5-5.

Als Oberflachenspannung o definiert man diejenige Kraft pro Langeneinheit der
Berandung, welche die Oberflache im Gleichgewicht halt. Sie hat demnach die
Einheit [N/m].

Bei dem in Abbildung 5-5 dargestellten Tropfen ist die Oberflachenspannung
bestrebt, den Topfen zu komprimieren. Dadurch kommt es zu einem Druckanstieg Ap
im Innern. In Abwesenheit anderer Krafte besteht daher Gleichgewicht zwischen der

Druckkraft und der aus der Oberflachenspannung resultierenden Kraft.
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Po P> D

Abbildung 5-5: Gleichgewichtsbetrachtung fur einen kugelférmigen Tropfen

Wird der in Abbildung 5-5 dargestellte Tropfen am Aquator gedanklich aufgetrennt,
so ergibt sich infolge der Oberflachenspannung eine Kraft mit dem Betrag

F.=2-n-r-o. (5-7)

Die resultierende Druckkraft weist in vertikale Richtung. Ihr Betrag Fp ergibt sich als
Produkt der Druckdifferenz Ap und der Aquatorfléche n-r?, d.h.

F,=Ap-n-r?=(p,—p,) n-r?. (5-8)

Aus dem Kraftegleichgewicht Fp = F folgt:
Ap=—. (5-9)

Dieser Drucksprung an der Oberflache kann bei kleinen Werten von r eine erhebliche
Grolkenordnung annehmen. Folgendes Beispiel dient der Veranschaulichung dieses
Sachverhaltes.

Beispiel: Druckdifferenz bei einem Nebeltropfen

Die Oberflachenspannung von Wasser betragt 71-10° N/m. Der Tropfen soll einen
angenommenen Radius von 10° m, also 1 um, haben. Die Druckdifferenz Ap

berechnet sich somit zu

2.71.10° N . N
Ap=—————=142-10>— =142 bar. 5-10
P 10° m? m? ( )

Wenn die freie Oberflache eine beliebig gekrimmte Form annimmt, ist in Gl. (5-9) der

Radius r durch den mittleren Krimmungsradius r
— =t (5-11)

zu ersetzen. Dabei sind rq und r die lokalen Hauptkrimmungsradien.
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Diesen Zusammenhang stellt Abbildung 5-6 dar.

P, ds,ds,

Abbildung 5-6: Gleichgewichtsbetrachtung fur ein beliebig gekrimmtes
Oberflachenelement

Die Radien ri und rp gehoren zu den Schnittkurven der Oberflache mit zwei
zueinander senkrechten Ebenen. Wie im obigen Bild zu erkennen ist, gilt

ds, =r,do, ds,=r,do, (5-12)
Fir die Betrage der Krafte ergibt sich:

dF, = Apds,ds,

c
dF _.=ods,dp,=—ds.ds
«1— 005,40, , 1US; (5-13)

dF_,=cds,d¢,= rgds1dsz

1

Die Gleichgewichtsbetrachtung

dF, +dF_, +dF_, =0 (5-14)
fuhrt zu
1 1
Ap=0£ +] (5-15)
nn

Zur korrekten Interpretation dieser Beziehung sei erwahnt, da® ry und r, auch

negative Werte annehmen koénnen. Haben also ry und rp unterschiedliche
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Vorzeichen, so ist die Krummung in den beiden Richtungen 1 und 2
entgegengesetzt.

FiUr den in Abbildung 5-6 dargestellten Tropfen gilt r{ = rp = r und somit
== (5-16)

Ohne Herleitung sei hier nun ein Ergebnis aus der Differentialgeometrie mitgeteilt,
welches erlaubt, den mittleren Krimmungsradius einer beliebig gekrimmten
Oberflache z(x,y) zu beschreiben (vgl. Abbildung 5-6):

0%z ozY | oz oz %z 9%z oz
— |1+ | 2= +— |1+ —
1 OX oy OX 0y 0Xo0y oYy oX
E: 3 (5-17)

REEE

Die bisher gegebenen Erdrterungen gelten nicht nur fir freie Oberflachen

(Grenzflache Gas/Flussigkeit), sondern auch fur solche Grenzflachen, welche von
zwei nicht mischbaren Flussigkeiten gebildet werden.

Im Hinblick auf Fluidsysteme im Bereich der Bio- und Lebensmitteltechnologie
spielen kleine Tropfchen in Fllssigkeitsmatrizen eine wichtige Rolle. So liegen
vielfach Emulsionen vor, d.h. Flissig-Flussig-Systeme bestehend aus sehr kleinen
Tropfchen in einer Flussigkeitsmatrix. Beispielsweise weisen die sich in der Milch
befindlichen Fetttrépfchen GréRenordnungen von etwa 10 m auf.

Wenn die Dichte der emulgierten Tropfchen sich nur insignifikant von derjenigen der
Flissigkeitsmatrix unterscheidet, nehmen die Tropfchen die Kugelgestalt an. Diese
Aussage gilt nicht nur fur kleine Tropfchen, sondern auch fur beliebige Volumina der
dispergierten Phase.

Im Abschnitt 5.2 wurde vom Erfahrungswissen Gebrauch gemacht, dal® Flissigkeiten
gegenuber Gasen eine freie Oberflache bilden. Nichtmischbare Flissigkeiten bilden
indessen eine Grenzflache (vgl. Abbildung 5-7). Demgegenuber vermischen sich
unterschiedliche Gase vollstandig.
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Flissigkeit B
Gas

v == _— =

Flissigkeit Fliissigkeit A
Abbildung 5-7: Freie Oberflache und Flussigkeitsgrenzflache

Flissigkeiten und Gase weisen in Abwesenheit einer Beschleunigung ein weiteres,
pragnantes Unterscheidungsmerkmal auf: das Raumfullvermoégen. Wahrend ein Gas
(oder eine Gasmischung) stets den ganzen ihm zur Verfugung stehenden Raum
ausfullt, bildet die Fllssigkeit eine Schichtung in Richtung der Beschleunigung bzw.
fullt den Raum nur partiell aus. Die Anwesenheit der Erdbeschleunigung fuhrt dazu,
dald die Existenz solcher Schichtungen eine gelaufige Erfahrung darstellt (vgl.
Abbildung 5-8).

.. . Gas

NI TR B N y
U Gas Tt =
i Flisssigkeit

Abbildung 5-8: Das Raumfullvermégen als Unterscheidungsmerkmal von
Flussigkeiten und Gasen

Auch das unterschiedliche Raumfullvermogen lasst sich in den verschieden starken
intramolekularen Kraften in der Flussigkeit und im Gas begriinden. Die Adhasion, die
einen Ausdruck molekularer Wechselwirkungen zwischen Flissigkeit und Festkorper
darstellt, fuhrt indessen makroskopisch zur Bildung eines sogenannten
Benetzungswinkels, vgl. Abbildung 5-9. Vollstandige Benetzung ist durch den Winkel

o = 0° charakterisiert. Nichtbenetzung liegt dann vor, wenn o = 180° ist.
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Oberflache
a
N
z=f(x)
z cota = %
> % dx =%,

Abbildung 5-9: Die Benetzung von Festkdrpern als weiteres Charakteristikum einer
Flussigkeit

5.3. Kapillareffekte in der Fluidstatik

Die Erlauterungen im vorliegenden Abschnitt betreffen die Wirkung von Adhasions-
und Kohasionskraften in Fluidsystemen, die durch w = 0 charakterisiert werden.
Befindet sich nun ein Fluid im Zustand der Ruhe, so kdénnen sich die Benetzungs-
und Oberflachenspannungskrafte nur auf die einzige nicht verschwindende
Spannung auswirken, d.h. auf die Normalspannung bzw. auf den Druck. Dies wurde
bereits bei der Herleitung der Druckerhéhung im Inneren eines Tropfens diskutiert.
Der Einfachheit halber wurde bisher die Wirkung der Gravitationskraft und somit die
Existenz der hydrostatischen Druckverteilung vernachlassigt. Eine solche
Vernachlassigung ist an sich nur dann =zuldssig, wenn die GroRe der
Gravitationskraft viel geringer ist als diejenige der Kapillarkraft F,. Diese Aussage gilt
fur beliebige Flussigkeitsgeometrien. Es erweist sich aber als sehr instruktiv, zu
ermitteln, ab welcher GrélRenordnung des Durchmessers eines Tropfens die
hydrostatische Druckverteilung zu einer signifikanten Anderung der Kugelgestalt
(r = R) fuhrt. Das Verhaltnis von Gewichtskraft

Fo =m-9=%nR3-p-g (5-18)

und Oberflachenspannungskraft
F,=c-21R (5-19)
ergibt eine dimensionslose Kennzahl, die Bond-Zahl Bo:

Fe_2R’-p-g
F 3 c

(e}

Bo = (5-20)
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Definitionsgemald  bilanziert sie das Verhaltnis von Gravitations- und
Grenzflachenspannungskraft. Dominanz der Kohasionskraft liegt dann vor, wenn

Bo << 1. Hierfur lasst sich auch schreiben (der Faktor lasst sich bei dieser

Grolkenordnungsbetrachtung vernachlassigen):

o 5-21
5.9 (5-21)
bzw. wegen Rp > 0
R,= |- (5-22)
p-g

Tabelle 1 gibt Auskunft Gber die Grolde von R, fur verschiedene Medien.

Medium o [10°° N/m] o [kg/m?] Ro [10° m]
Wasser 71 1000 2,7
Quecksilber 484 13600 1,9
o] 15 900 1,3

Tabelle 1: Abschatzung zur Vernachlassigung der hydrostatischen Druckverteilung in
Tropfen

Wie diese Tabelle demonstriert, Iasst sich die hydrostatische Druckverteilung fur die
typischen Lebensmittelinhaltsstoffe Wasser und Ol nur bei freien Tropfen und sehr
kleinen Radien vernachlassigen. Anders ausgedruckt bedeutet dies, daf® nur bei sehr
kleinen Werten von r (< 1 mm) die Abweichung von der Kugelgestalt hinreichend
klein ausfallt.

Der Vollstandigkeit halber sei darauf hingewiesen, dall bei Emulsionen die
Dichtedifferenz der dispergierten und kontinuierlichen Flussigkeit in die Bond-Zahl
eingeht. DarUber hinaus muss die Grenzflachenspannung o eingesetzt werden.
Liegen andere Beschleunigungen vor, so muss g entsprechend ersetzt werden.

Wird das Volumen des betrachteten Tropfens bzw. der studierten FlUssigkeit
hinreichend grof3 gewahlt, so Uberwiegt die Gravitationswirkung. Dies druckt sich
darin aus, dal} die freie Oberflache eine Ebene senkrecht zu der Wirkrichtung von g
bildet, vgl. auch Abbildung 5-8.

Die Kohasion flhrt indessen zu einer Auslenkung der Oberflache in der Nahe der
festen Berandung auch dann, wenn das betrachtete Flussigkeitsvolumen eine sehr

grolRe Ausdehnung besitzt, vgl. Abbildung 5-8. Bei kleiner Grolenordnung der
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typischen Abmessungen des betrachteten FlUssigkeitsvolumens dominieren
hingegen die Benetzungs- und Oberflachenspannungskrafte weitgehend, so dal} die
gesamte Oberflache (gegebenenfalls Grenzflache) signifikant gekrimmt ist. Aus den
im Abschnitt 5.2 vorgestellten Uberlegungen lasst sich fiir diesen Fall schlussfolgern,
dall in der Flussigkeit ein Druck vorherrscht, der sich von der Umgebung
unterscheidet.

In der Tat liegt ein solcher Zustand etwa in dunnen Kapillaren vor, siehe Abbildung 5-
10. vor. Der beim Eintauchen einer Kapillare in eine Flissigkeit beobachtete Aufstieg
(Aszension) oder Abstieg (Depression) der Flussigkeitsoberflache erweist sich als so
charakteristisch fur die Wirkung der Kohasion- und Adhasionskrafte, dal® man haufig
auch von Kapillarkraften spricht.

Die Berechnung der Kapillarhebung erfordert folgende Uberlegung:

Ursache fir den Aufstieg ist der durch die Oberflachenspannung induzierte

Unterdruck p,, wobei bei spharischer Oberflache (Bo << 1) gilt:
Po=P.,+p-g-h (5-23)

Aus der Geometrie ergibt sich der Zusammenhang

d d
—=R-.cosa bzw. R= -
2 2.cosa (5-24)
Zusammenfassend laft sich fur die Kapillarhebung hy schreiben:
4 . o cosa
hye=—-——. (5-25)

dpg

Abbildung 5-10: Die Benetzung von Festkorpern als weiteres Charakteristikum einer
Flussigkeit

Das in Abbildung 5-10 gezeigte Beispiel setzt stillschweigend benetzende

Eigenschaften der Flussigkeit voraus (0° < a < 90°). Fur den Fall vollstandiger
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Benetzung (o = 0°) nimmt cosa den Wert von Eins an. Bei nichtbenetzenden
Flussigkeits-Festkorpersystemen (Quecksilber/Gas) ist Der Wert von cosa und mit
ihm hx werden negativ. Dies bedingt bei der Kapillardepression einen Uberdruck in
der Kapillare.

Beispiel: Verfalschung der Anzeige eines Manometers durch Kapillarkrafte

ohne Kapillarwirkung:

h1= P, P4 (5-26)

p-9

mit Kapillarwirkung (hg: Kapillarhebung bei p, = p1)

h1*:h1+4'6'ﬂzh1 +h,
dp-g
he , 4-c-cosa

h_1 h1 d '(pz _p1)

(5-27)

Mit den folgenden Werten, oo = 0°, d = 10° m, p = 10° kg/m? o = 70-10% N/m,
p2 — p1 = 1000 Pa ergibt sich der Fehler zu

h,

h—=1 .28, d.h. 28% Fehler. (5-28)

1

Moéchte man sicherstellen, dald der durch die Kapillarkrafte bedingte Fehler gering
ausfallt, so muss der Durchmesser d der Ablesekapillare hinreichend gro3 gewahit
werden. Dies bedeutet, dall die mit d als charakteristische Lange definierte Bond-
Zahl Bo sehr viel gréfier als Eins sein muss. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich
eine freie Oberflache, die im Wesentlichen nur in unmittelbarer Nahe der Wand
gekrummt ist.

Im Bereich der Lebensmittel- und Biotechnologie gibt es zahlreiche Vorgange, bei
welchen Kapillarkrafte mit der hydrostatischen Druckverteilung wechselwirken.

Beispiele hierzu werden in der Vorlesung besprochen.
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6. Massenerhaltungssatz

Schon in der EinflUhrung wird darauf hingewiesen, dass sich die Fluidstatik als
Spezialfall bewegter Fluide ansehen lasst, bei welchem die kinematische Restriktion
w = W(x,y,z) = {u, v, w} = 0 gilt. Beim Studium des Bewegungsverhaltens homogener
Fluide interessieren uns der Geschwindigkeitsvektor w, der Druck p und
gegebenenfalls die Temperatur T. Hier wird in einer eindimensionalen Form die

Kontinuitatsgleichung erklart.

Stromrohre
W
u
! Ay,p,
Ay,p,

Abbildung 6-1: Massenbilanz an einer Stromrohre

Die Groflen u4, p1, Uz und p; stellen geeignete Mittelwerte Uber die Querschnitte 1
und 2 dar. Uber den Mantel der Stromrdhre kann keine Masse flieRen. Die

Massenerhaltung fordert fir den Massenstrom

p-u-A=konst. bzw. m=p-u,-A,=p-u, A, (6-29)

Bei dichtebestandigen, d.h. inkompressiblen Medien ist p = konst. In diesem Fall

nimmt der Volumenstrom V = u-A einen konstanten Wert an. Wie Tabelle 2 zeigt,
liegt bei konstanter Flache A ein konstanter Volumenstrom bzw. eine konstante

Massenstromdichte vor.

kompressibel inkomressibel
(p # konst.) / Gase (p = konst.)

A # Kkonst. p-w-A = konst. w-A = konst.
p-V = m = konst. V = konst.
(Massenstrom) (Massenstrom)

A = konst. p-W = konst. w = konst.
Massendichte = konst. Volumendichte = konst.

Tabelle 2: Formulierungen der Kontinuitatsgleichung
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Aus didaktischen Erwagungen sei hier noch folgendes illustriert:

Volumenstrom V = dV/dt bzw. Massenstrom m = dmy/dt
wie Abbildung 6-2 veranschaulicht, tritt in die Stromrdéhre im Zeitintervall dt das
Volumen dV; = A;-u4-dt ein.

Bei der oben durchgeflhrten Herleitung der Kontinuitatsgleichung stellt der

Volumenstrom (Massenstrom) vV (rh) demgemal nichts anderes dar, als dasjenige
Volumen, (die Masse), welche durch die Flache A, pro Zeiteinheit dt hindurchgeht.
Kompression: Die Kompression eines Mediums fuhrt zwar zu einer zeitlichen
Anderung des eingeschlossenen Volumens V, es findet aber kein Massentransport
statt.

A
ﬁ
~
¥
Abbildung 6-2: Volumenstrom und zeitliche Volumenanderung
FUr kompressible Fluide (p # konst.) bei veranderlichem Querschnitt gilt:
m=p-w - A =konst. (6-30)
FUr inkompressible Fluide (p = konst.) gilt:
V=w-A =konst. (6-31)
Obige Gleichungen gelten fur veranderlichen Querschnitt (A = konst.) der
Stromrohre.
Bei konstantem Querschnitt (A = const.) der Stromrohre gilt:
— fir kompressibles Fluid
pwWA=pW, A, (6-32)
p-w =konst. (6-33)

— fur inkompressibles Fluid
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WA =w, A, (6-34)

w = konst. (6-35)

Die Geschwindigkeit w trifft senkrecht auf die Flache A zu!
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7. Energiesatz (1. HS)

7.1. Allgemeiner Energiesatz

Energiesatz bedeutet Energiebilanz. Energiebilanz bedeutet Gleichgewicht.

Abbildung 7-1: Energiebilanz fur eine Stromrohre

1, 2:  Querschnitte, fur welche eine Energiebilanz aufgestellt wird
Pm  mechanische Leistung einer Pumpe oder Energie pro Zeit
ANNAHMEN:

stationare Stromung (zeitunabhangig)

inkompressible Stromung (p = const.)

reibungsbehaftete Stromung (v # 0)

Die gesamte Energie besteht aus:

dem kinetischen Energiestrom (Bewegungsenergie)

: 1.
Exin :Em-w2 (7-1)

dem Druckenergiestrom (Druckenergie)

EDruck = E p= V- P (7-2)

dem Hohenenergiestrom (Lageenergie) zwischen den Zustanden 1 und 2 besteht

ein Hohenunterschied (Leistung eines Kraftfeldes g)
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Egne =M-g-2 (7-3)

der Reibungsenergie (als aufgespeicherte Warme)

Q=m-c,-AT

(7-4)
c, AT =0
¢ [M?/s?] - spezifische technische Dissipation (Reibungsverluste)
cv [Nm/kgK] - Warmekapazitat (die Warme, die zur Erwarmung von 1 kg eines
Stoffes um 1K erforderlich ist)

dem zu- oder abgefiihrten Energiestrom (mechanische Leistunq)

P,=m-w, (7-5)

wi [m?/s?] - spezifische technische Arbeit. Uber die Arbeitsmaschine (z.B. Pumpe)
oder eine Kraftmaschine (z.B. Turbine) kann dem Volumen Arbeit zu- oder abgefuhrt
werden.

Vorzeichenregelung:

Pumpe plus (+), da dem Fluid Energie zugefuhrt

Turbine minus (-), da dem Fluid Energie entzogen

Aus dem Energieerhaltungssatz
Ex + Epruex + Engne + Q + P, = const. (7-6)
Die Energiegleichung (Energiebilanz) zwischen (1) — (2) wird definiert zu:

EKin1 + EDruck1 + EHE)he1 PR, = EKinz + EDruck2 + I'EHéh62 +Q (7-7)
2

+

m , m : : m : :
—-w1+E-p1+m-g-z1im-wt:5-w ‘Py,+M-g-Z,+m-@ (7-8)

2

° |3
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7.2. Inkompressible reibungslose Stromung (BERNOULLI-Gleichung)
7.2.1 Geschwindigkeits-, Druck-, Hohenform

m

2

m , m . .
— Wi+—-p;+m-g-z,tm-w, =— W

+m-p2+r'n-g-22+r'n-(p (7-8)
2 p 2 p

Mit den Annahmen:

wy2 = 0; @ = 0; p = konst.; T = konst.

Ergibt sich:
m , m . m , m :
E.W1+F.p1+m.g.z1:E.W2+—-p2+m'g'z2 (7-9)

Daraus werden die verschiedenen Formen der BERNOULLI-Gleichung hergeleitet.

a) Geschwindigkeitsform / geteilt durch Massenstrom m

2 2
Wi, Py g el P
'—2,—' p otentielle Energie p (7_1 0)
kinetische Energie Drucl?e’:ergie P g
b) Druckform / multipliziert mit Dichte p
2
2 4 gl 2 2 2 (7-11)
dynammDruck statischer Druck  geodétischer Druck
¢) Hohenform / geteilt durch die Erdbeschleunigung g und Dichte p
w; P P
1 + — + z, 2
2-9 P9 gecdatisine Hone 2 g P9 (7-12)

—
Geschwindigkeitshéhe  Druckhéhe
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Beispiel zur Energie-Gleichung in Hohenform

4
- -
|t
-
-~
b 4
—
=
g
=
-4

e
=4

3

A

|l":um;lllzl;m:t:mil61 [MOSTHNHN

S S S S SSSSSSSSSSSSS

Abbildung 7-2: Reibungslose Rohrstromung

Entsprechend dem Energiesatz:

2

+P 7 —konst. (7-13)

2-g p-9

ist die Summe aus

2

der Geschwindigkeitshdhe 2"" ,
g

der Druckhodhe Lund
P g

der geodatischen Hohe z

konstant.

In den Manometerrdhren wird die Druckhdhe an der jeweiligen Anschlussstelle
angezeigt.

Die Differenz der Flussigkeitshohe in der Manometerrohre und im Behalter ist gleich
der Geschwindigkeitshdhe w?/(2g).
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Daraus kann die Geschwindigkeit an der Anschlussstelle berechnet werden. Es ist

ersichtlich, da® ws < w, = wy ist. Aus w-A = konst. ergibt sich

w,-A =W, A, = w,=w,

A
w2-A2:w3-A3:>w3:w2A—2,da A, <A, w,<w,
3

7.2.2 Anwendung der Energie-Gleichung

7.2.2.1 BERNOULLI-Gleichung ohne HOhenglied

Bei annahernd horizontalen Flussigkeitsstromungen und bei Gasstromungen kann
das Hohenglied fast immer vernachlassigt werden, d.h. z=0.
Die BERNOULLI-Gleichung ohne Hohenglied lautet:

2 2

p% +p, = p%+ p, =konst. (7-14)

Der dynamische Druck q (Staudruck):

q= pw7 [q] = Pa (7-15)

Der Gesamtdruck pg

2

w
Py =p—+P [Pg] = Pa (7-16)

Damit lautet die BERNOULLI-Gleichung ohne H6henglied:

P, =q+p =konst. (7-17)
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7222 Ausflussformel nach TORRICELLI

Abbildung 7-3: Ausflussformel nach TORRICELLI

Ein oben offenes (groBes!) GefaR mit einer Offnung am unteren Ende, aus dem

reibungslos Flussigkeit in die Umgebung ausstromt. Die BERNOULLI-Gleichung in
Energieform lautet dazu:

2
0+p_0+g.z1=&+p_o+g.zz (7-18)
p 2 p
A, >> A, (grolRes Gefall) 2 w, =0 (7-19)
W2
72:9-(21—22):g-h (7-20)

w, = /2-g-h (7-21)

04.03.2013 55



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk
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Abbildung 7-4: Ausfluss von Flussigkeiten aus verschiedenen Gefalien

Die Ausflussgeschwindigkeit hangt nur von h und nicht von der Ausflussrichtung ab.
In der obigen Darstellung ist die Geschwindigkeit w in allen drei Fallen konstant. Die
Dichte hat hier ebenfalls keinen Einfluss.

Die Ausflussformel von TORRICELLI gilt nur fur h = konst. — (z4 - z;) = konst.

Wenn h # konst. ist, liegt ein instationarer Ausflussvorgang vor.

7.2.2.3  Druck im Staupunkt

g

- 442 Staupunkt,w=0

Abbildung 7-5: Druck im Staupunkt

Beim Auftreffen einer Stromung auf ein freies Hindernis entsteht der Staupunkt.
Gesucht ist der Druck im Staupunkt (w2 = 0).
Da z4 = z, ist hierfur die BERNOULLI-Gleichung fur horizontale Strémungen ohne

Hohenglied geeignet.

5 WD, =04pg =Dy (7-22)

Der dynamische Druck ist nicht der Druck im Staupunkt, der Druck im Staupunkt ist

gleich dem Gesamtdruck: pz = pges.
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Beispiel: Wind gegen eine Wand
Bei der Windgeschwindigkeit v = 100 km/h ergibt sich mit p. = 1,2 kg/m?® der

Staudruck
_PL v N

Q= Py, =5 — =464 (7-23)

Diese Kraft F=p,, -A muss beim Bau von Hausern als Windlast berlcksichtigt

werden.

Man unterscheidet STAUDRUCK (dynamischer Druck) und DRUCK IM
STAUPUNKT!

Fir den Stromfaden im weit stromaufwarts gelegenen Punkt 1 (obige Abbildung) gilt:

Umgebungsdruck = p., Geschwindigkeit = w..; w.. bedeutet nicht w = « sondern weit
entfernt vom Objekt; gleiches gilt fur den Druck p..

Dieser Zusammenhang erlaubt es, die Messung der Anstromgeschwindigkeit eines
Korpers auf eine Druckmessung zurlickzufihren. Das geschieht mit zwei Sonden,

dem PiToT-Rohr und dem PRANDTL-Rohr.

7.2.2.4  PiToT-Rohr in einer Rohrstromung

Lol lld ddddd ddddddd L ldtddddtdddlldlddd didtdidd

Abbildung 7-6: PITOT - Rohr
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Messung des Gesamtdruckes (Druck im Staupunkt). Am anderen Ende der

Druckleitung (mit pg) wird mit einem Manometer der Staudruck gegenuber dem
Umgebungsdruck gemessen.

%.W020+p00:0+pg (7'24)
P 2 —

E : Woo + poo - pg (7-25)
Pstau = pges = g Wozo + P.

\—ﬁ/—J

——
Druck im Staupunkt —— Umgebungsdruck
Staudruck

PRANDTL-Sonde in einer Rohrstromung

—
Wi [
a4 Wws=0
,,,_»,,,,,,,’,,,,,,,,,,,, o
b Pi 3
—- p
—_—
A =10" —— psp = 13545 kg/m
Pu
1YY h,=0,762
L —
hi=025m he=0,75m

Abbildung 7-7: PRANDTL-Sonde
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PitoT-Rohr in einer Rohrstromung

—
Ti —_— |
Wi | Wg = 0
,,_’,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e

p )
—_—
—_— p;
Ai=10" = 13545 kg/
Py s ¢/ Y
e Ty
h,=0,762 N
h;i=0,25 he =0,75
Abbildung 7-8: PIToT-Rohr in einer Rohrstromung
PiToT-Rohr in einer freien Anstromung
—
—_— W |
Pu -
—_—
— ﬂ
PG \ Psp = 13545 kg/m?
Pu
A%
h,=0,750 m
hg=0,6m

Abbildung 7-9: PIToT-Rohr in freier Anstromung
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7.2.2.5 VENTURI-Duse

d‘#{_ — s — s —— el e  ——
|

7/7774 p%/////ﬁ
P

Abbildung 7-10: VENTURI-Rohr, Dricke p1 und p2 werden gemessen

Eine VENTURI-DUse ist eine sich verengende und wieder erweiternde Stromrohre. Sie
wird zur verlustfreien Messung der Geschwindigkeit und damit des Volumenstromes
in einer Leitung verwendet, wenn die Dricke gemessen werden.

Der Energiesatz (BERNOULLI-Gleichung ohne Hohenglied und Verluste) lautet:

2 2

w w
pj +p, = 1372+|o2 (7-26)

Die Kontinuitatsgleichung fur inkompressible Fluide lautet:

w A ,=w,-A, (V=konst.) (6-34)

Y 2:W 1-A—1 (7_27)

2

Beide Gleichungen zusammen ergeben:

2
A
p 1 2 .2
P1-P2 =" (gj W Wy (7-28)
Y
P1—Po =§-w12 (ij -1 (7-29)

Fir die Geschwindigkeitsmessung mit der VENTURI-DUse ergibt sich daraus:

2-(p, _?2)
T4

04.03.2013 60

w, =




Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

Fiur den Volumenstrom gilt:

n-d?
4

V=w,-A =w,-

(7-31)

7.3. Inkompressible reibungslose Stromung mit Energiezufuhr

7.3.1 Spezifische Stutzenarbeit Y

Definition der Stutzenarbeit:

Zwischen dem Eintritts- und Austrittsstutzen einer Stromungsmaschine kann dem

Volumen (stromendes Fluid) spezifische technische Arbeit zugefuhrt (Pumpe) oder

entzogen (Turbine) werden. Anstelle dieser spezifischen technischen Arbeit w; wird

bei den Strdomungsmaschinen die spezifische Stutzenarbeit Y verwendet. Diese

Stutzenarbeit ist immer positiv.

Energiezufuhr (dem stromenden Fluid zugefuhrt):
z.B.: Arbeitsmaschine (Pumpe, Ventilator)

(1)  Saugseite der Pumpe

(2)  Druckseite der Pumpe

Y=w

t12

Energieentnahme (dem stromenden Fluid entzogen):

z.B.: Kraftmaschine (Turbine)
(1)  Druckseite der Turbine

(2)  Saugseite der Turbine

Y =-wW,,
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7.3.2 Pumpe

Abbildung 7-11: Rohrstrémung mit Pumpe

Aufgabe:

Eine Pumpe ist in einer Rohrleitung konstanten Durchmessers d integriert und fordert
eine Flussigkeit in die HOhe H. Es treten keine Reibungsverluste auf.

Frage 1: Wie groB wird die spezifische Stutzenarbeit Y und die

mechanische Leistung Py der Pumpe?
AP, =P, —Py (7-34)

Losung:
Kontinuitatsgleichung und Energiegleichung zwischen @© Uber die (Pumpe) und @ mit
Z1 =2

Kontinuitatsgleichung: ® — @

w,-A, =w,-A, mit A,=A, =const. (7-35)

W, =W, (7'36)

Energiegleichung: © - @

Anfang + Energiezufuhr = Ende
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w w

71+&+9'Z1+Wt12:72+p_2+9'22 (7-37)
Py T Wy = P2, Wip = P2"P1_y (7-38)
P P P

Die spezifische Stutzenarbeit Y der Pumpe (Frage 1) ergibt sich aus:

Y — Ap12

(P, —py)= (7-39)

1
P
Spezifische Stutzenarbeit: Die zwischen Eintritts- und Austrittsstutzen einer
Stromungsmaschine dem stromenden Fluid zugeflihrte (Pumpe) oder entzogene

(Turbine) spezifische technische Arbeit w; wird die spezifische Stutzenarbeit Y

genannt.
Mechanische Leistung der Pumpe:

P,=M-W,,=m-Y=V.p-Y=V-Ap,, (7-40)

Frage 2: Wie groB ist die Forderhohe H der Pumpe, wenn p3 = p, ist?

Gegeben ist:
P3 = P1 (in der Aufgabe vorausgesetzt)
W3 = Wy (Kontinuitatsgleichung)

Damit wird die Energiegleichung zwischen ® und ® zu:

2

w
5 +%+9 Z1+Wt13—73+p_;+9'23 (7-41)
A
Wt13:Wt12:Y:g'(Z3_Z1):g'H:% (7-42)
A
H=—Pe (7-43)
g-p

bzw. zwischen @ und ®: 2. Methode:

P, Ps
WoiP2 g W Ps g, -
2 o g-Z, 2 o g-Z; (7-44)

Mit Wo=W3
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&+g-22=&+g-z3 (7-45)
p P

Mit zz-zo=H und p3=p+

A
(po—p1)= 212 =g-H=w,, (7-46)

O |-

Forderhohe H:

H=— -
g (7-47)

Die Foérderhohe H einer Pumpe ist die geodatische Hohendifferenz, Uber die sie ein
Fluid bei dem gleichen Ein- (p4) und Austrittsdruck (ps), der gleichen Ein- und
Austrittsgeschwindigkeit in reibungsloser Stromung fordern kann.

P,=m-Y=m-g-H=V-Ap, (7-48)
Der Wirkungsgrad einer Pumpe ist der Quotient aus mechanischer Leistung Py und
Wellenleistung P.

_Ry_m-Y _m-g-H_

= 1 7-49
Np P P P ( )

H: Forderhohe wenn gegeben: p1 = p3, Wi = w3

ne = 1 ist ein Idealfall (unmaoglich)
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7.3.3 Turbine

©
™

I

;L‘ |

Abbildung 7-9: Rohrstromung mit Turbine

Eine Turbine ist mit einer Rohrleitung konstanten Durchmessers d verbunden. Die

Stromung erfolgt reibungslos.

Frage 1: Wie groB wird die spezifische Stutzenarbeit Y und die
mechanische Leistung Py der Turbine?

Annahme reibungsfreie Stromung: P1=pP3, Z2=23

Der Druckabfall in der Turbine ergibt sich aus:
APy =P3 =P (7-50)

Energiegleichung zwischen @ und @:

w2 p w2 p

_2+F2_Wt23: 23 +F3 (7-51)

mit w, = ws (gleiche Durchmesser) ergibt sich:

P P

R Wiy = (7-52)
p p

Nach der Vorzeichenregelung gilt flr die Turbine:

Y =-w,
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(7-53)

P
Wipg = FM (7'54)

Die mechanische Leistung, die das Fluid an die Turbine abgibt errechnet sich zu:
Ry =Y =V Ap,, (7-55)

Frage 1: Wie groB ist die Fallhohe H?
Energiebilanz zwischen © - @

Annahmen: w = const.; p1 = p3

A
Wiz = Wips Y:g-(z1—z3):g-H:% (7-56)

Energiebilanz zwischen © - @

P, _Pi

o g- (21 - Zz) - Wy, =0 (7-57)

A
AP23. (7-58)

1 1 1
—(P=pi)=—(P.—Ps)=9-H=——-(ps —P,) =~
p p p
Die Fallhdhe H ist die geodatische Hohendifferenz, die notwendig ware, um bei
gleichem Eintritts- und Austrittsdruck (p1 und ps3), gleicher Eintritts- und

Austrittsgeschwindigkeit sowie reibungsloser Stromung die Turbinenleistung Py zu

erzeugen.
P,=-m-Y=-m-g-H (7-59)
w -Y
H=—2-—— (7-60)
g g

Der Wirkungsgrad mr einer Turbine ist der Quotient aus Wellenleistung P und

negativer mechanischer Leistung (- Pw).

P P
S They (7-61)
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7.4. Inkompressible reibungsbehaftete Fluide ohne Energiezufuhr

Inkompressible reibungsbehaftete Fluide sind in vielen technischen Anlagen
vorhanden (Hydraulik).
Durch Reibung entstehen Verluste. Als Verlust bezeichnen wir Temperaturzunahme.

Sie aulert sich als Druckabfall.

m , m . m , m :
E.W1_kg.p1+m.g.z1:E.w2+3-p2+m-g-zz+Ver|uste

Druckform der BERNOULLI-Gleichung:

p

E'W12+p1+p'g'z1: -W§+p2+p-g-22+Apv12 (7-62)

N |©

Der Druck p2, am Ende der betrachteten Stromrdhre ist um den Druckabfall Apyq2
kleiner als bei reibungsfreier Stromung.

Die obige Gleichung durch p geteilt ergibt:
W2 +T24g-2, + 0y, (7-63)

die spezifische Dissipation:

_Apy,

Q12 = 7-64
12 0 ( )

Verluste werden durch zwei verschiedene Ursachen erzeugt:

gerades Rohr

und

durch Rohrleitungselemente
Betrachtet wird ein Rohrsystem in mehreren Abschnitten. Die gesamte Dissipation
Qges (0der gesamter Druckabfall Ap,) ist gleich der Summe der Verluste aller

Teilsysteme.
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CKrUmm_er - -
W W,
o W2,z Wsps D
f'f; e - -H-EH -
P, =m-w, Re / VAR 1 Rs E.
\ /o ke
L
|"l// /.' I-"\\’I
i
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Z £ _.’,« P'I
R K‘/ /
X }\.] T gKrUmmer
Abbildung 7-9: Rohrstromung mit Pumpe und Einbauelementen
- gerades Rohr R1, Rz, R3  mitAq, A2 A3
- Rohrkrimmer K1, K2 Mit Ckrimmer
- Pumpe P1
- Einbauelement Diffusor E1 mit Cpisr
- Einbauelement Dlse E2 mit Cpise

Der Gesamtverlust bei Rohrleitungen mit Ubergdngen und Rohrreibung resultiert

aus:

N W N ! W}
= DG (7-65)

=p- Zc DX (7-66)

Es gibt zwei Arten der Stromung: laminare und turbulente. Daruber entscheidet die
REYNOLDS-Zahl:

Re=P2 W d_W-d_5350bedeutet laminare Strémung (7-67)
n A%
64 . . N
A= Re bei der laminaren Stromung (7-68)

Im nachsten Kapitel wird die Gl. 7-68 hergeleitet.
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7.5. Reibungsbehaftete Rohrstromung
7.5.1 Druckverlust in Rohrleitungen bei laminarer Stromung (Re < 2320)
Bei laminarer Rohrstromung lasst sich der Reibungsverlust theoretisch berechnen,

was bei der turbulenten Stromung nicht mehr der Fall ist. In Abbildung 7-2 ist eine

horizontale Rohrleitung mit kreisformigem Querschnitt dargestellt.

W,
v i//
W p7 T T P2 1
=— === - R
X — , -

. — — . - . .——'_-‘—_‘.—‘_-_—__,___, --W
| - - Jl “~w(r)
| |
| |
I
| =p,~kx

p /P Py {
dp/\\‘\ —
/P
> X

Abbildung 7-12: Rohrstromung

Wir betrachten einen von der ausgebildeten Rohrstromung herausgeschnittenen
gedachten Teilzylinder mit dem Radius r und der Lange L und bringen an ihm die
Schubspannungen und Druckkrafte an.

Der Druck nimmt linear in Stromungsrichtung ab, da der infolge Reibung entstehende
Druckabfall Uberwunden werden muss. Bei stationarer Stromung muss der
Flissigkeitszylinder im Gleichgewicht sein. Druck- und Reibungskrafte missen sich
das Gleichgewicht halten.

Die Druckkraft wirkt auf die Flache A in x-Richtung:
(p1—p2)-A:(p1—p2)-n-r2 (7-69)
Die Reibungskraft wirkt auf den Mantel in x-Richtung:

2-n-r-L-r:2-n-r-L-n-(jj—V: (7-70)

Durch Gleichsetzen der beiden Krafte (fur t siehe Kap 5) erhalt man folgende, die

Geschwindigkeitsverteilung beschreibende Differentialgleichung:
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dw

(p1—pz)-n-r2=2-n-r-|-'n'? (7-71)
P1—Ps

dw = —=.r-dr -
2mL (7-72)
PP

W = 1 2 .r.dr 7-73
e (7-73)

R

w=Pi7P2 2 (7-74)
4-n-L |
P1— P, 2 2

w=-"1—"2.(R*—r -
i’ (7-75)

Pi=P; p2

w_ =w(r=0)="—7"=-R -

max = W(r =0) il (7-76)

Die mittlere Geschwindigkeit wn, entspricht dabei genau
1 Pi—P2 p2_ P1— P2 2

W, =—W__ = ‘R = -D -

m 2 max 8"]’]'L 32"]’]'L (777)

(auf die Herleitung soll hier nicht weiter eingegangen werden).
Aus der nachfolgenden Gleichung wird der Druckverlust bei laminarer Strémung

bestimmt.

32.w_n-L
P, —P, = AP, =D—";” (7-78)

Der Volumenstrom V errechnet sich aus:

4
Vew, A=rRe.PPe ge TR (B op,) (7-79)
8-m-L 8-m-L

und ist proportional zum Druckunterschied zwischen Rohranfang und Rohrende und
zur 4. Potenz des Rohrradius und umgekehrt proportional zur Rohrlange und zur
dynamischen Zahigkeit des Stromungsmediums (HAGEN-POISEUILLESches Gesetz).

Daraus ergibt sich der Druckverlust Ap:

8-n-L-V 128-n-L-V
Ap = = 7-80
P n-R* n-D* ( )
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Mit
\'/:wm-A=wm-§-D2 (7-81)

folgt daraus

128-T]-L-D2

Ap = T W, (7'82)
64 -n-L

sp= 0w, (7-83)

n:p.v (7'84)
64-p-v-L

AD = . -

Ap =64 - L JP w2 Y 7-86
- D)2 D-w (7-86)

1 Y

g_(D-Wj (7-87)
64 L p

Ap=— .= . F. -

P Re D 2 W (7-88)

64

i 7-

Re (7-89)

mit A als der Rohrreibungszahl. Es berechnet sich der Druckverlust von

Rohrleitungsteilen mit der Formel
Ap=>L-—-=- we. (7-90)

Diese Formel gilt ebenso fur turbulente Stromung, jedoch kann in diesem Fall die
Rohrreibungszahl nicht mehr mit dieser Gleichung berechnet werden.
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7.5.2 Rohrreibungszahl (Widerstandszahl) A

Als MalR fur die Dissipation in der Rohrstromung ist die Rohrreibungszahl A
eingefuhrt worden.

Die Abhangigkeit der Rohrreibungszahl A von der REYNOLDS-Zahl Re ist im
Rohrwiderstandsdiagramm nach der BLAsIusschen Gleichung, der PRANDTLschen
Gleichung und der CoOLEBROOKschen Gleichung dargestellt. Dabei ist auch der
Einfluss der Wandrauhigkeit aufgenommen. Diese ist durch die Rauhigkeitshéhe kg

gekennzeichnet.

0,090 + ! 2s
8 T
0,080 8 ) T d
0,070 ‘ [ 5
’ ] i e 'Jh‘;'; T : l.
0,060 s L : 3
X N T 5102
0,050 =" N === 2
B PAN W — — 15
0,060-+4 ! N\H — ) {5 N
1 . < A — 8]
- ~ ! 6
0,030 } N N 3
a 45107
0,025 - 2
!'r 4 Lxl 1
1 I/i\ < -1
0.020 \ : Dy =Smenme! %]
= 6
- - / -4
0,015 4 I~ L 1 >10
|T N - —-—*—:‘:&:ﬁ:ﬁ-z
T N N 0
J ' . N L
oot e
0,009 } o T — . 10
0,008 1 I . 1
! Py 213468 , 234 68 o 234 68 23468 , 234 68!,
1 I 10 10 10 10 g.d 10
Rey Re:T

Abbildung 7-13: Rohrreibungszahl nach der COLEBROOKschen Formel

Im Diagramm sind zwei Hauptbereiche dargestellt, fur laminare und turbulente

Stromung. Es werden flinf Kurvenbereiche unterschieden.

04.03.2013 72



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

Die Formeln fur die Berechnung der Rohrreibungszahl A lauten:

1. HAGEN-POISEUILLE, laminar, hydraulisch glatt, Re<2320
z, =04 (7-91)
Re
2. BLASIUS, turbulent, hydraulisch glatt, 2320 < Re < 10°
, 03164
turb % (7-92)
3. PRANDTL, turbulent,  hydraulisch glatt, 10° < Re < 10’

1
=208 log(Re- \/Aurs )08 (7-93)

4. COLEBROOK, turbulent,  mit Rauhigkeit
1 _174-2.10g 2Ks 187 (7-94)
Xturb d Re- Xturb

5. V.KARMAN-NIKURADSE, turbulent, mit Rauhigkeit unabhangig von Re

~114-2.1og2 s

1
m (7-95)
Kurve 1 entspricht der laminaren Stromung Re < Re.

Die Kurven 2 und 3 gelten, wenn die Rauhigkeit keinen Einfluss hat (das Rohr ist
hydraulisch glatt), bei Kurve 2 bis Re = 10°.

Oberhalb von Re = 10° gilt Kurve 3. Die Rauhigkeit ist so klein, dass sie den
Rohrwiderstand nicht beeinflusst. Man bezeichnet die Wand dann als hydraulisch
glatt.

Ist die Rauhigkeit ks gro3 genug, um die Rohrreibung zu beeinflussen, sind wieder
zwei Bereiche zu unterscheiden. Im Bereich 4 hangt L sowohl von der REYNOLDS-
Zahl als auch von der relativen Sandrauhigkeit ks/d ab.

Im Bereich 5 ist der Widerstand praktisch von der Viskositat unabhangig.
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7.5.3 Druckverluste in Rohrelementen. Verlustkoeffizient

7.5.3.1 Grundgleichung

Ap, =G0 w? (7-96)

7.5.3.2 Plotzliche, sprungartige Rohrerweiterung

|Abl'dsungsgebiet

[/ T L L A A

& o
=2

* —_—

-A,

k\\\\

-t |

~A>

|

—

L oy B
S e

L L

N

(8...10)-d,

Abbildung 7-14: Rohrerweiterung; CARNOT-Diffusor

Der Druckverlust in einer sprungartigen Rohrerweiterung ist folgendermalen
definiert:

Ap, = (Wi —w, )’ (7-97)

v

N o

Setzt man die obige Gleichung mit der Grundgleichung
Ap, =Gy oW (7-98)
gleich, so erhalt man den folgenden Ausdruck fur 5:

6, 8w =2 (w, - w, ) (799

N[O

04.03.2013 74



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

A
WA =W, A, Wy =W, (7-100)
2
A 2
G, W, = (w1 - W, -A—1j (7-101)
2
A 2
g, w?=w? .(1 _A_1] (7-102)
2
A 2
G, = [1 = A_1J (7-103)
2

Diese Gleichung stellt die Widerstandszahl , einer plotzlichen Rohrerweiterung dar,

bezogen auf die groRere Geschwindigkeit w4 im Rohr.

7.5.3.3 Plotzliche, sprungartige Rohrverengung (Kontraktion)

~ALlEsungsgetiet
= \

o ,
‘ Sy S
‘ = %
‘ -~ =
D X 5 i
Ay Wi Wy |
- . . "AO - > ..A2
T & i Y
v
T =
AR I IN

Abbildung 7-15: Rohrverengung

Bei einer plotzlichen Verengung tritt vor und nach der Kontraktion eine Separation
der Strémung auf. Dadurch schafft sich die Strémung selbst einen glatten Ubergang.
Als Folge ist der minimale Querschnitt Ao = Amin kleiner als A,. Bei der pldtzlichen
Kontraktion wird der Druckverlust hauptsachlich durch die Expansion von Ag auf A;
nach der Kontraktion verursacht. Daher kann man den Druckverlust durch

denjenigen des CARNOT-Diffusors approximieren.
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Der Druckverlust ergibt sich zu:

Ap, :%'(Wo —w, ) (7-104)
mit
A 2
= —2-1 7-105
. s

Dabei ist Ag der ,freie” Querschnitt infolge Strahlkontraktion an der Verengungsstelle.

7.5.3.4  Allmahliche Rohrerweiterung (Diffusor) und allmahliche Rohrverengung

(Konfusor, Duse)

Abbildung 7-16: Rohrverengung

Die Reibungsverluste werden in einem Diffusor oder in einer Dise durch einen {
Wert erfasst.

= (% - 1) (7-106)

Die Widerstandszahl  ist eine Funktion
e der Rohrrauhigkeit,
e der REYNOLDS-Zahl,
e des Winkels ¢ und

e des Durchmesserverhaltnisses d4/d,.
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8. Impulssatz fur stationare Stromungen

Die stationare BERNOULLIsche Gleichung (siehe Kap. 7) erlaubt eine Aussage
hinsichtlich der Umwandlung von kinetischer Energie in Druckenergie bei der
isothermen Stromung reiner Fluide. Bei dieser Umwandlung muss die Masse
erhalten bleibt. Dies wird mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung (siehe Kap. 6) zum
Ausdruck gebracht.

Es stehen somit 2 Gleichungen zur Bestimmung der Geschwindigkeit und des
Druckes entlang des Stromfadens zur Verfugung. Bei der Beschreibung der
mechanischen Wechselwirkung des Fluids mit Stromungselementen wurden
ausschlieflich dissipative Effekte (Verluste) berticksichtigt.

Der an dieser Stelle eingefuhrte Impulssatz ermoglicht indessen, diejenigen Krafte zu
berechnen, die im Rahmen besagter Wechselwirkung entstehen. Der Impulssatz
stellt somit ein wichtiges Werkzeug fur die konstruktive Auslegung von Anlagen dar.
Wie anhand von Beispielen gezeigt wird, vermag der Impulssatz aber noch weitaus
mehr zu leisten. So lasst sich mit ihm etwa die Querkontraktion eines
Flussigkeitsstrahls ebenso erklaren wie die Druckerhohung bei der Vermischung von
Fluidteilstromen oder die Verluste von StoRdiffusoren.

Der an Ende dieses Abschnittes behandelte Drehimpulssatz macht eine Aussage zu
der Wechselwirkung Fluid-Stromungselement bei rotierenden Stromungsmaschinen.
Die sich hierbei ergebende EULERsche Turbinengleichung verknupft das

aufzubringende bzw. abzufiihrende Drehmoment mit der Kinematik des Fluids.

8.1. Definition des Impulses

1. Bei der Herleitung des Energieerhaltungssatzes haben wir festgestellt, dass
die Massenelemente eines stromenden Fluids Energietrager sind.
Die Massenelemente des stromenden Fluids sind auch Trager von Impuls:

3. Definition: Der Impuls ist das Produkt von Masse und Geschwindigkeit:
l=m-v [kg-%}:[N-s] (8-1)

Man kann auch sagen, aufgrund seiner Geschwindigkeit besitzt jedes stromende
Fluidelement einen Impuls.

In der Strdmungsmechanik wird bei Stromungen allerdings seltener mit dem Impuls,
sondern mit dem Impulsstrom, d.h. der zeitlichen Anderung des Impulses, gearbeitet:

Far eine konstante Masse ergibt sich aus (8-1)
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[ ULLA D R O P = (8-2)

d.h. die zeitliche Anderung des Impulses entspricht der auf diese Masse wirkenden

Kraft. Es gilt allgemein:

Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der Summe aller auf das

Kontrollvolumen von auf3en wirkenden Krafte.

oder
Das Wirken einer Kraft F Uber ein Zeitintervall dt ist ein Kraftsto3 (Impuls). Dieser

Kraftsto® bewirkt eine Anderung des Impulses und steht mit dieser Anderung im

Gleichgewicht.

8.2. Stutzkraftkonzept zur Berechnung der Stutzkraft

Das Wirken einer Kraft F Uber ein Zeitintervall dt ist ein Kraftstol3. Dieser Kraftstol3
bewirkt eine Anderung des Impulses und steht mit dieser Anderung im

Gleichgewicht.

R E R- K,

WP W T wepe

RY | Rs

R4

R WS,DE ..'./_-'

R- K:
Abbildung 8-1: Rohrsystem
Wir haben also einen ein- und ausstromenden Impulsstrom im Kontrollraum. Auf den

Kontrollraum wirken dabei folgende Kréafte:
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Foon PEin auf Aen
—
I —»>
En > |
Kontrollraum wird begrenzt durch die /E'

offenen (Eintritt, Austritt) Systemgrenzen|
und die umgebende Rohrwand

|Aus

+—F
FpAus Paus Eiuf Aaus

Abbildung 8-2: innere Krafte im Kontrollraum

die Druckkraft F, = p-A ist eine Oberflachenkraft, p ist der statische Druck in der
Rohrleitung daruber hinaus hat das Fluid ein Eigengewicht Fg = p-V-g bei
Umlenkungen und Verengungen wirkt auf die Flissigkeit eine Stutzkraft Fs.

Es gilt:

Eus Ieln z ext (8_3)

Bestimmung von ein- und ausflieRendem Impulsstrom I, und I,

Tein = n.‘]ein : vein Lus = n.‘]aus ’ vaus (8-4)
Der Massenstrom
rh:p'V"A‘:p'Vein.Aein:p'Vaus'A (8'5)

aus

wird als konstant angenommen und als Skalar mit stets positivem Vorzeichen
angegeben. Die Berechnung der Impulsbilanz erfolgt komponentenweise, d.h.

Fur die Impulsstrome gilt damit (nur jeweils die x-Komponente angegeben):

' Aein,x ) v

Vv

Iein,x - rnein,x ’ Vein,x - (p : ein,x ein,x

(8-6)

v : Aaus,x)' v

Iaus,x - maus,x ’ Vaus,x - (p *[Vaus,x

aus,x

Hierbei ist darauf zu achten, dass die Geschwindigkeitskomponenten das korrekte

Vorzeichen, bezogen auf das verwendete Koordinatensystem, aufweisen.
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Des Weiteren ist:

>"F,.. = Druckkraft[F, ]+ Gewichtskraft[F; |+ Stiitzkraft[F; |

(8-7)
R S e
SF,. =3F, +F;. (8-8)
Somit ist
L — Ly =3F, +Fs. (8-9)

Eine Stutzkraft ist eine Kraft, die auf das Fluid einwirkt. In der Stromungstechnik hat
sich bei der Verwendung des Impulssatzes das so genannte Stutzkraftkonzept fest
etabliert. Das ist nichts anderes als eine Idee, die Berechnungen mit dem Impulssatz

etwas ubersichtlicher zu machen.

8.3. NEwToN—Kraftegleichgewicht zur Berechnung der Haltekrafte
(Auflagekrafte)

Mit dem Stutzkraftkonzept kann man die Haltekrafte (Auflagekrafte), die notwendig
sind, um ein Rohr (Krummer) zu verankern, nicht direkt berechnen, da diese

Haltekrafte im Kontrollvolumen, also in der Impulsbilanz nicht auftauchen.

e Fro  po @uf Amante
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;
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Abbildung 8-3: aulRere Krafte im Kontrollraum
Um die Haltekraft/Auflagekraft zu berechnen, muss man das Kraftegleichgewicht von

allen Schnittkraften (wie in der Statik), die auf ein Rohr (Krummer) wirken, aufstellen:
+E.=0. (8-10)

Dabei sind in der Regel vier verschiedene Krafte zu berucksichtigen:

Fs’ = - Fs ist die Kraft, die von der Flussigkeit auf das Rohr (Krimmer) wirkt. Fs
wurde mit Hilfe der Impulsbilanz im Kontrollvolumen berechnet.

Fy ist die Haltekraft/Auflagekraft (Schrauben, Verankerung, etc.)

Fpo ist die Kraft, die bedingt durch den Umgebungsdruck auf das Rohr (Krimmer)
wirkt.

Fc ist die Gewichtskraft des Rohres (Krimmers); sie wird meistens vernachlassigt

8.4. Handhabung und Berechnungssystematik

BEMERKUNG ZUM SCHWIERIGKEITSGRAD BEI DER BERECHNUNG DER
UBUNGS-AUFGABEN:
E/OV und E/V: Kontinuitatsgleichung + Energiegleichung
Impuls: Kontinuitatsgleichung + Energiegleichung + Impulsgleichung
Im Allgemeinen sind es drei Fragen, die gestellt werden kdnnen:
1.  Stutzkraft vom Rohr auf das Fluid Fs Ldsung uber Impuls-Gl.
2. Kraft von der FlUssigkeit auf das Rohr  Fg’ =-Fs Ldsung Uber Impuls-Gl.
3. Haltekraft Fy Lésung Uber Impuls-Gl.

und Newton
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8.5. Anwendungen des Impulssatzes

8.5.1 Stromungskrafte an Rohrteilen:

Rohrbogen, Rohrkrimmer, Reduzierungsstuck, Rohr-T-Stlick, plotzliche
Rohrerweiterung, plétzliche Rohrverengung, Kniestlick mit Querschnittsanderung

Im Rohrleitungsbau sind Rohrbdgen in Gusskonstruktion mit Normflansch sehr haufig
anzutreffen. Hierbei wird neben der Stromungsumlenkung oft auch eine

Flachenvariation von A1 nach A; durchgeflhrt.
8.5.2 Strahlkrafte:

Senkrechter Stol} gegen ebene feststehende Wand, schiefer Stol3 gegen eine ebene
feststehende Wand, Strahlsto} gegen symmetrisch gekrimmte Wand (PELTON-
Turbine), Angeschnittener ebener Strahl, Kugel oder Walze schwebend im schragen
Luftstrahl

Im Ubungsskript FLM | Kap. 1.2 behandeln wir die Freistrahlen, die in der Technik
haufig zur Oberflachenbehandlung von Platten, z.B. Sandstrahlen, Trocknen
Lackieren, eingesetzt werden. Bei diesem Stromungsvorgang tritt der unerwinschte
Effekt der Ruckstromung (,Backflow®) ein, der den Bearbeitungsprozess empfindlich
storen kann. Der aus einer Duse mit der mittleren Geschwindigkeit w austretende
Strahl trifft auf eine Wand, von der er abgelenkt wird. Der statische Druck im Strahl
ist nach Verlassen der Diise konstant und gleich dem der Umgebung. Uberdruck ist
somit nicht mehr vorhanden. Kraftwirkungen sind daher ausschlief3lich durch die
vorhandenen Impulsstrome bedingt. Mit dem Impulssatz kann deshalb die Kraft, die
der Strahl auf die Wand ausubt, berechnet werden. Die Bernoulli-Gl. liefert bei der

Reibungsfreiheit die Gleichheit der Geschwindigkeiten
8.5.3 Propellerschub:

Vereinfachte Propellertheorie, Propeller, Windturbine

Der Impulssatz ermdglicht die Schubwirkung von Propellern zu bestimmen, ohne auf
deren Profil-, Fligelform und Flugelzahl einzugehen. Diese Betrachtungsweise wird
auch als vereinfachte Propellertheorie- oder Strahltheorie bezeichnet, die auch als
das RANKINE-Modell des Propellers bekannt ist. Dazu nehmen wir an, dass der Rotor
aus einer sehr groRen Anzahl dicht angeordneter Rotorblatter besteht. Dann kann

man eine Rotorflache As definieren, an welcher der Druck einen Sprung macht p, =>
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ps (siehe Abbildung 8-4). Weiter nehmen wir an, dass wir das Fluid als
inkompressibel betrachten kdonnen, was bei hinreichend langsamen Stromungen
erlaubt ist. Werden Reibung, Ruckwirkung des Fahrzeuges und Strahldrehung
(Schraubenbewegung) vernachlassigt, ergibt der Impulssatz mit Hilfe von Abbildung
8-4 die Propellerschubkraft Fs.

Fiar die Analyse verwenden wir ein Koordinatensystem, das fest mit der Rotorachse
verbunden ist. Aullerdem wahlen wir ein Kontrollvolumen mit der Oberflache O4 um
den Rotor herum, das hinreichend weit vom Rotor entfernt ist, so dass der Druck p =
Pumg. konstant ist und damit die resultierende Druckkraft der Umgebung auf das

Kontrollvolumen Fp = 0 gesetzt werden kann.

8.5.3.1 Propeller
Der Propeller gehort....................

Die Schuberzeugenden Propeller dienen zum Antrieb von Flugzeugen und Schiffen.
Der Propeller saugt bei Drehung standig Medium an, beschleunigt dieses und gibt es
nach rickwarts mit héherer Geschwindigkeit ab.

Bei der Anwendung des Impulssatzes auf einen angetriebenen Propeller ist es zu
beachten, dass beim Durchgang der Stromung durch den Propeller eine
Strahlkontraktion stattfindet. Der Propeller erhéht die Geschwindigkeit des von ihm
erfassten  Fluidstrom um etwa 30%. Daher muss sich wegen der
Kontinuitatsgleichung der erfasste Strahl kontrahieren. Die gesamte Druckabnahme
infolge Beschleunigung von w1 auf wy innerhalb des Strahles wird kompensiert durch
Energiezufuhr im Propeller.

Vor dem Propeller ergibt sich ein Unterdruck, hinter dem Propeller ein Uberdruck. In
der dunnen Scheibe des Propellers ,Propeller Disk® nimmt die Geschwindigkeit ws
den arithmetischen Mittelwert aus An- und Abstromgeschwindigkeit an.

Die vom Propeller/Rotor ausgeubte Kraft auf das Fluid (bzw. mit anderem Vorzeichen
die auf ihn wirkende Kraft) ist positiv und zeigt in Stromungsrichtung.

Es werden folgende Annahmen gemacht:

Stationare Stromung

Achsparallele, gleichmafige An- und Abstromung

Inkompressibles Fluid

Reibungsfreiheit

Vernachlassigbare Einfluss des Schiffskdrpers auf die Propellerdurchstromung

Eintrittsdruck p; = Austrittsdruck p».
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Abbildung 8-4: Anwendung des Impulssatzes auf einen Propeller

a) Strombild

b) Geschwindigkeitsverteilung

c) Druckverlauf
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853.2 Windturbine

Im Gegensatz zum Vortriebspropeller findet beim Durchgang der Stromung durch die
Windturbine eine Strahldilatation (Strahlaufweitung).

Infolge der Energieabfuhr in der dinnen Scheibe des Propellers ,Propeller Disk"
kommt es zur Geschwindigkeitsabnahme von w; auf w, Vor dem
Windturbinenlaufrad ergibt sich ein Uberduck, hinter dem Windturbinenlaufrad ein
Unterdruck. Die vom Propeller/Rotor ausgelbte Kraft auf das Fluid (bzw. mit
anderem Vorzeichen die auf ihn wirkende Kraft) ist negativ und zeigt entgegen der
Stromungsrichtung. Es werden folgende Annahmen gemacht:

Stationare Strémung

Achsparallele, gleichmafige An- und Abstrémung

Inkompressibles Fluid

Reibungsfreiheit

Vernachlassigbare Einfluss des Turms auf die Windturbinenstrémung

Eintrittsdruck p4 = Austrittsdruck p..
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Abbildung 8-5: Anwendung des Impulssatzes auf eine Windturbine

a) Strombild

b) Geschwindigkeitsverteilung

c) Druckverlauf

Der Kontrollraum ist vorne und hinten je soweit vom Propeller entfernt, dass dieser

den Fluidstrom direkt noch nicht bzw. nicht mehr beeinflusst.
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In der folgenden Rechnung wird eine Windturbine strémungstechnisch nach der
vereinfachten Propellertheorie ausgelegt.

Berechnung der Schubkraft Fs (Haltekraft Fy)

Berechnung der Strahlgeschwindigkeit in Propellermitte ws

Berechnung der allgemeinen theoretischen Windturbinenleistung Py, (die der
Stromung im Kontrollvolumen entzogen wird)

Maximale Windturbinenleistung Pmax

Maximaler Wirkungsgrad nmax

8.5.4 RuckstoRkrafte:

Behalterausfluss aus seitlicher Offnung, Strahltriebwerk(Strahldise)
8.5.4.1  Behalterausfluss

854.2 Strahltriebwerk
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Abbildung 8-6: Strahltriebwerk

8543 Rakententriebwerk

8.5.5 Mischvorgange:
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9. Impulsmomentensatz (Drehimpuls, Drallsatz)

Bisher wurde davon ausgegangen, dal die Fluidteilchen in einer Strdomung Trager
von Masse, Energie und Impuls sind. Mit dem Impuls besitzen sie auch ein
Impulsmoment (Drehimpuls oder Drall) in Bezug auf ein vorgegebenes Zentrum (z.B.
Ursprung des Koordinatensystems). Aus der Mechanik der Massenpunkte ist
bekannt:

Impulssatz (aus Analogiegrinden angegeben):

dil &= =

—=>YF=F 9-1
at 4" (9-1)
Drallsatz:

a_ >M =M (9-2)
dt 5

Die zeitliche Anderung des Dralles L (Impulses /) eines Systems von Massenpunkten
ist gleich der Vektorsumme aller auReren Momente M; (Krafte F;), die auf das System
einwirken.

Far einen Korper gilt:

T=m-w (9-3)

L=m- (FxW) (9-4)

Dabei ist w die Geschwindigkeit eines Massepunktes.

Die Erweiterung zu einem System von Fluidteilchen fuhrt zu den Beziehungen

EIJpFXV_VdV (9-6)
\
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Abbildung 9-1: Drall eines Massepunkts

r - Ortsvektor eines Fluidteilchens vom Ursprung

Der Drallsatz ist eine Vektorgleichung und steht flr drei Komponentengleichungen.
Analog zu Kap. 8 gilt auch hier:

Man berechnet die Drallanderung des betrachteten Systems von Fluidteilchen zur
Zeit t, in dem man die Oberflache, die zur Zeit t dieses System begrenzt, als
raumfeste Kontrollflache betrachtet und die Differenz zwischen aus- und
einstromendem Impulsmomentenstrom ermittelt.

Analog zu den Kraften im Impulssatz gibt es Momente der Volumenkraft, der
Druckkraft und der Stutzkraft.
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Abbildung 9-2: SEGNERsches Wasserrad (1750)

® Winkelgeschwindigkeit
Relative Geschwindigkeit (bezogen auf das rotierende System: Beobachter
sitzt auf dem Rad)

ro  Systemgeschwindigkeit, Umfangsgeschwindigkeit

C = w - r-o Absolutgeschwindigkeit, da der Beobachter ruht

m Massenstrom

Der einflieliende Impulsmomentenstrom ergibt sich zu null. Demgegentber nimmt

der ausflieende Impulsmomentenstrom den Wert m-c-r an. Fur einen mitrotierenden
Beobachter ist die Stromung im segnerschen Wasserrad stationar. Dafur Iasst sich
die BERNOULLI-GI. anschreiben (der Behalter sei so gro, dal die

Sinkgeschwindigkeit des Flussigkeitsspiegels vernachlassigt werden kann):

Po+pgh =Py + 5w 2 (rof (9-7)

w=12gh+(ref =2gh{1+22) (9-8)

Dabei ist
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ro
& = \/m (9-9)

dimensionslose Winkelgeschwindigkeit.

Die absolute Ausstromgeschwindigkeit (das ist die Geschwindigkeit, mit der sich die

ausstromende Flussigkeit relativ zu einem ruhenden Beobachter bewegt) ist dann

C=W-ro= Zgh(w/i1+§2i—§) (9-10)

Der Zusammenhang zwischen Winkelgeschwindigkeit ® und Drehmoment M folgt
aus dem Drallsatz. Da die zur Drehachse parallel gerichtete Schwerkraft kein
Moment bezuglich dieser Achse hat, bleibt als einziges Drehmoment das Moment
der von den festen Wanden des Stromungskanals im Wasserrad auf die FlUssigkeit
ausgeubten Druckkrafte. Zu diesem Moment tragt nur das rotierende Ausflussrohr
bei. Nach dem Reaktionsprinzip ist dies betragsmafig gleich dem Moment, das an
der Welle abgenommen werden kann.

Die Anwendung des Drallsatzes ergibt:

%:M:mcr:prcr (9-11)
M

L NER= (9-12)
0

mit

M, = 2pghAr . (9-13)
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Abbildung 9-3: Drehmoment M Uber dimensionslose Winkelgeschwindigkeit &

Die "Apparatekonstante" M, hat die Bedeutung des Anfahrmomentes (Drehmoment
fir ® = 0).

FiUr £ — «, gleichbedeutend mit ® — «, geht M — My/2, d.h. gegen einen endlichen
Grenzwert. Demgemaf wirde das Rad seine Drehzahl unbegrenzt vergroRern, wenn
man nicht das seiner Drehzahl entsprechende Moment an der Welle abnahme.
Tatsachlich wird jedoch durch verschiedene Dissipationseffekte (Lagerreibung,
Luftreibung, innere Reibung der Flussigkeit) immer ein "Reibungsmoment" erzeugt.
Dieses ist von M: abzuziehen, um das effektiv nutzbare Moment zu erhalten.

Die (mechanische) Laufradleistung P der segnerschen Turbine folgt aus
Py=M-o.. (9-14)

ZU
Pizg\/ngz [«/1+§2 —g]. (9-15)

Die theoretisch nutzbare Leistung P entspricht der potentiellen Energie der pro

Zeiteinheit ausflieRenden Masse auf dem Niveau des Spiegels im Behalter:

= . ﬁ 1 2

P=mgh=pwAgh — P—:Ew/1+§ . (9-16)
0

Als theoretischer Wirkungsgrad (ohne "Reibungsmoment") ergibt sich
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n=g=2é[\/riz—&]- (9-17)

P
po F Y ‘?"? F 3
1 -+ R e
theoret "
"theoret."
035 T 035 T /.-""_\""-\-._\
. // \\
- ~. ;/ A
/// \”fﬂdeChZ." ' \\ " fﬂ-’fS(jChl."
\\ \\
A i1
% Y
\‘I. 1I‘|
0 | e 0 | -
1 2 1 2
Abbildung 9-4: Druckverhaltnisp/po , Wirkungsgrad m uber dimensionslose
Winkelgeschwindigkeit &

Es ist n < 1, da von der verfligbaren potentiellen Energie (pro Zeit) nﬁ-g-h nur ein Teil

in Nutzleistung umgesetzt wird; der Rest tragt als kinetische Energie (pro Zeit) m-c?/2
nicht zur Leistung bei.

Die Nutzleistung kann daher auch geschrieben werden als:

. 1. P c?
P=mgh-—mc’=> n===1-—. 9-18
oh-> n=5=""%m (9-18)

Beispiel: Laufrad einer Kreiselpumpe mit Radialgitter
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Abbildung 9-5: Laufrad und Geschwindigkeitsplan mit Radialgitter

Die GrofRen cq,, Cyy stellen die Umfangskomponenten der Absolutgeschwindigkeit
c = w+r-o dar. Mit w wird hier die Relativgeschwindigkeit bezeichnet. Die GroRe

ro = u entspricht der Umfangsgeschwindigkeit u. Der Drehimpulssatz flhrt zur

Aussage:

dL . .

— =M=mr.c,, —mrc,, (9-19)
dt

bzw.

M =rm(r,c,, —1iCy,) (9-20)

Man unterscheidet
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Pumpe: M > 0 ("Kraftmaschine")

Turbine: M < 0 ("Arbeitsmaschine")

Die EULERsche Turbinengleichung sagt aus, daf® das vom Laufrad an das Fluid (oder
umgekehrt) Ubertragene Moment gleich ist dem Produkt aus Massenstrom
(Durchsatz) und der Differenz von r-c, am Austritt minus r-c, am Eintritt.

Als Ubertragene Leistung ergibt sich:

P=M-o=mao-,c,, —rc,) (9-21)
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10. Grundlegende Stromungserscheinungen

10.1. Vorbetrachtungen (Turbulenz)

Die bisher aufgestellten Erhaltungssatze

Masse,

Energie,

Impuls
liefern nur globale Aussagen Uber das gesamte Fluid im gewahlten Kontrollraum.
Der restliche Teil der Vorlesung ist den lokalen Aussagen Uber Stromungen
gewidmet. Es werden die Einzelheiten der Stromung in der unmittelbaren Umgebung
eines beliebig gewahlten Punktes betrachtet.
Turbulenz
Es gibt zwei verschiedene Stromungsformen, laminare und turbulente Stromungen.
Kennzeichen der turbulenten Stromungsform ist eine unregelmafige, zufallsbedingte

Schwankungsbewegung, die einer geordneten Grundstromung Uberlagert ist.

Geschwindigkeits-
verteilung
__! I ’Il

|
——— Wm; e

Abbildung 10-1: Versuch von REYNOLDS (laminare Stromung)
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Die Teilchen bewegen sich auf zur Rohrachse parallelen Stromlinien ohne sich
untereinander zu vermischen (Grundstromung). Der in der Rohrachse eingeleitete
Farbstrahl mischt sich nicht mit der Grundstromung.

An einer Beruhrungsstelle zwischen dem Festkorper und dem Fluid herrscht immer

eine Haftbedingung, d.h. die Geschwindigkeit des Fluids ist an dieser Stelle Null.

Geschwindigkeits-
verteilung

=

Abbildung 10-2: Versuch von REYNOLDS (turbulente Stromung)

Neben der in Rohrachse gerichteten Transportbewegung treten noch
Querbewegungen auf, die zu einer standigen Vermischung der Stromungsteilchen
fuhren. Der Farbstrahl zerreil3t und vermischt sich mit der Grundstromung.

Bisher wurde angenommen, da® die Geschwindigkeit in einer Rohrstrdomung

konstant ist.

Wi W»
ﬁ o P _’ Wl :W'_’

Abbildung 10-3: Rohrstromung

- eindimensionales "Feld"
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- Globale Aussage Uber das gesamte Feld

Wenn aber die Haftbedingung gilt, muss die Geschwindigkeit an der Wand
verschwinden. Daher herrscht in einer Rohrstromung keine konstante
Geschwindigkeit, wie fur Stromréhren bisher angenommen, sondern eine
Geschwindigkeitsverteilung.

Die Geschwindigkeitsverteilungen fur laminare und turbulente Stromungen sind sehr
unterschiedlich.

Die Geschwindigkeitsprofile turbulenter Stromungen sind voélliger und wesentlich
gleichmaliger als die vergleichbarer laminarer Strdmungen. Fir viele praktische
Rechnungen, insbesondere bei der Anwendung der Stromfadentheorie, wird das
Geschwindigkeitsprofil durch eine konstante Geschwindigkeitsverteilung mit gleichem

Volumenstrom ersetzt.

L \
—
d i : Wmax -,
‘ l f wi(r)
(]
S vy SR

Abbildung 10-4: Geschwindigkeitsprofil fur laminare Stromung

laminare Grenzschicht

]

! turbulente Stromung
4 L

k
‘ 15
T )
St SIS
| R r \ Egii
PPN N —
SR .
SRS -~
or e T—
1 -~~~
i e T
' Wmax
d B i .
' '
——— —
-y s
i e I
ik 2 '\_,—\
]
74
w

Abbildung 10-5: Geschwindigkeitsprofil fur turbulente Stromung
04.03.2013 98



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

Bei turbulenter Stromung ist Wgréf&er.

Die Entstehung der Turbulenz beruht auf einer Instabilitat der Stromung. An jeder
Stelle einer Stromung herrscht Gleichgewicht zwischen Tragheitskraft, Druckkraft,
Reibungskraft und Schwerkraft. Schwache Storungen der Stromung werden im
laminaren Fall von der Reibungskraft gedampft. Bei Erhohung der Geschwindigkeit
nimmt die Reibungskraft nicht so stark zu wie die Ubrigen Krafte, so dass sie
schlie3lich im Verhaltnis zu klein ist, um Stérungen zu dampfen. Die Stérung wird
angefacht und fuhrt schlieBlich zur turbulenten Stromungsform.

Man bezeichnet die laminare Stromung als Schichten - Stromung. Schichten von

unterschiedlichen Geschwindigkeiten gleiten Ubereinander.
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10.2. REYNOLDS-Zahl

Der Wechsel von der laminaren in die turbulente Stromungsform hangt von einer mit
der mittleren Geschwindigkeit u,

dem Rohrdurchmesser d (bzw. einer anderen charakteristischen Lange L, die von
der Art der Strdmung abhangt),

der Dichte p und der dynamischen Viskositat n

gebildeten dimensionslosen Kennzahl, der REyNOLDS-Zahl Re ab:

_p-ud udkg m m _ kg-m’ _ kg-m®-s’

R = =
n vm® s Pa-s m-s-N-s m-s-kg-m-s

e

(10-1)

Ahnlichkeitsmechanik:

Stromungen, deren REYNOLDS-Zahlen trotz unterschiedlicher geometrischer GroRRen
gleich sind, heilen mechanisch ahnlich.

An folgenden Modellen wird die Ahnlichkeitsmechanik angewendet:

- Schiffe,

- Automobile,

- Flugzeuge,

- Weltraumkorper.

Stromungen kénnen an einem geometrisch ahnlich verkleinerten bzw. vergrélierten
Modell untersucht werden, wenn die Stromungen am Modell und am Original
mechanisch ahnlich sind, d.h. gleiche Werte der charakteristischen Kennzahlen
aufweisen. In allen Stromungen, in denen die vier Grof3en Dichte, Geschwindigkeit,
Lange und Viskositat eine Rolle spielen, ist die REYNOLDS-Zahl eine Kennzahl.

Bei der Rohrstromung betragt die kritische REYNOLDS-Zahl Rey, = 2320.

Fir Re < Rey, ist die Stromung laminar,

fur Re > Rey, ist sie turbulent.
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Beispiel 1:
Gegeben ist ein Rohr mit d = 20 mm Durchmesser.
Bei welcher Geschwindigkeit uy, setzt turbulente Stromung ein? Untersucht werden

sollen eine Wasser- (v = 10° m%s) und eine Luftstrémung (v = 15-10° m%/s).

U, =Rey, (10-2)
d
U, =2320-
d
Wasser:
-6 2
Uy =2320 10" M _ gqpM
’ 20-107s-m S
Luft:
-6 2
Uy =2320 12107 M qgom
’ 20-107” s-m S
Beispiel 2:

Wie groR ist die REYNOLDs-Zahl im Blutkreislauf des Menschen (Blut: p = 10° kg/m?,
n = 4107 kg/(m-s) in der Kapillare (d = 8 um, u = 5 mm/s) und in der Aorta
(d=20 mm,w=0,3 m/s)?

Re:p'V'U
Kapilare:
10°%9 ] [5.10°™].(8.10"°m)
Re=L M S =102
4.10° K9
m-s
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Aorta:

(1 03:193j - [o,sr:j .0,02m

4.10° %9
m-s

Re = =15-10°

Die Blutstromung in der Aorta liegt noch im unterkritischen Bereich.
10.3. Die Grenzschicht (Reibungsschicht)

In diesem Kapitel werden die Konsequenzen der Haftung (Haftbedingung) fur die
Umstrémung von Korpern besprochen.
Der einfachste und dberschaubarste Fall der Grenzschicht liegt bei der
langsangestromten Platte vor.
Da die Stromungsgeschwindigkeit an der Wand verschwinden muss (Haftung), sind
starke Anderungen der Geschwindigkeit, d.h. groRe Geschwindigkeitsgradienten, in
Wandnahe zu erwarten.

Use

ungestorte Auflenstromung

e

— w— — —
— —

—
. ] —
a—

~--"F uixy) 61(;] Grenzschicht
i [//I/!'/zl//lll

Uee | l |

b |

Abbildung 10-6: Geschwindigkeitsprofil an der langsangestromten ebenen Platte

I__\,e:p-u-l
n

Bei (verschwindend) kleiner Viskositat v — 0 (in ungestorter Aul3enstromung) ergibt
sich eine (unendlich) groRe REYNOLDS-Zahl Re—»>« und die Strdomung des
Geschwindigkeitsprofils beschrankt sich nur auf eine dinne Schicht unmittelbar an
der Wand. Man spricht deshalb von Reibungsschicht oder Grenzschicht.

Vergleicht man Grenzschichtstromung und Strdmung im Rohr, dann findet man die

Analogie, wenn man die Stromung von der Rohrachse her betrachtet.
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IATIIIIIIII IS TN TSI 111 1A I 17177, i

7 w freie Oberfldche
o + T I
b

] Wrmax va———
¢ ‘,"““_‘—*.}I
Sohle j i B
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Abbildung 10-7: Vergleich der Grenzschichtstromung und der Stromung im Rohr

Die Grenzschicht entwickelt sich entlang der Kontur des umstromten Korpers, und
zwar nimmt in allgemeinen stromabwarts die Grenzschichtdicke zu.
Die Stromung in der Grenzschicht kann ebenso wie die Rohrstrdmung laminar oder

turbulent sein.

Geschwindigkeitsverteilung
in der turbulenten Grenzschicht

Geschwindigkeitsverteilung
in der laminaren Grenzschicht
l 27 —) w.

laminare Grenzschicht  turbulente Grenzschicht
i .
— Y

X

Umschlagpunkt =7 |

s/
4 L'
- L et

Ptatte

5L

{

Abbildung 10-8: Vergleich laminare und turbulente Grenzschicht an der
langsangestromten Platte

Die turbulente Grenzschicht ist dicker als die laminare, reicht also weiter in die
Stromung hinaus. Das Geschwindigkeitsprofil ist an der Wand steiler. Die

Grenzschichtdicke nimmt nach hinten stetig zu.

04.03.2013 103



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

Definitionen der Grenzschichtdicke:

Zylinder, Durchmesser d, Stromung laminar

1. im Staupunkt:

8,=12-d-

7

Re,

2. an der dicksten Stelle:

5,=18-d-

Em

Re,

Kugel, Durchmesser d, Stromung laminar

1. im Staupunkt:

1

3,=106-d-
Re,

2. an der dicksten Stelle:

3, =17-d- / L
Re,

Abbildung 10-9: Umstromte Kugel
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Tragflache, d (grote Profildicke), Stromung laminar

Abbildung 10-10: Umstromte Tragflache

1
Re,

5, =12-d-

Red:w-d

\%

Langsangestromte Platte, Lange L

Abbildung 10-11: Langsangestromte Platte

w-L

Re =
A%

5=0,37-Re%.L (turbulente Grenzschicht am Ende der Platte)

6=5- vk (laminar)
w
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Beispiel

Der Finger (angenahert durch einen Zylinder mit d = 2 cm beschrieben) wird mit einer
Geschwindigkeit von w = 0,25 m/s durch eine Kerzenflamme bewegt
(Querstrdomung). Die kinematische Viskositat v betragt 15,11:10° m?s. Welche
Grenzschichtdicken § stellen sich in der Luft bei 20 °C

im Staupunkt (1) und

an der dicksten Stelle (5,) ein?

Losung a):

1
Re,

8,=12-d-

m
w.d 025 0.02m

Red: =
A%

= 331

-
1511.10¢ ™
S

5, =12-002m- |1 = 132mm
331

Ldsung b):

5,=18-d- |- =18-0,02m-,|—— = 20mm
Re, 331

Diese Schichtdicken bieten eine gewisse Zeit Schutz vor den hei3en Brenngasen.

Entwicklung der Grenzschicht an einem Tragflachenprofil. Re = 10* (d.h. v ist

sehr klein)
reibungslose Auflenstromung
Umschlag turbulente
laminar - turbulent Grenzschicht
laminare
Grenzschicht

Abbildung 10-12: Grenzschicht an einem Tragflachenprofil

04.03.2013 106



Vorlesungsskript FLM [, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

_pU,-L UL
n v

Re

(10-12)

Nach einer bestimmten Lauflange x, wird die Stromung in der Grenzschicht instabil,
da die in der Stromung beteiligten Reibungskrafte zur Dampfung von Stérungen nicht
mehr ausreichen. Es kommt zum Umschlag laminar - turbulent. Hinter dem
Umschlagpunkt ist die Grenzschicht turbulent. Die Lage des Umschlagpunktes ist
festgelegt durch die kritische REYNOLDS-Zahl

:Uoo.xu
A%

Re, (10-13)

die noch von der Korpergeometrie abhangt.

In der Literatur findet man die Werte von 3,2-10° bis 3-10°. Normalerweise ist mit
dem unteren Grenzwert zu rechnen. Nur bei besonders stérungsfreier
AuRenstrdmung wird 3-10° erreicht.

AuRer der REYNOLDS-Zahl gibt es noch andere dimensionslose GroRen zur
Beschreibung der Grenzschicht und damit zur Charakterisierung der Umstrdmung
von Korpern.

Die auf den Staudruck der Anstromgeschwindigkeit bezogene Wandschubspannung
heit Reibungsbeiwert c,,.

T F
w__ A — umstrémte Flache
2 (A - umstr ) (10-14)
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10.4. Umstromung von Korpern

10.4.1  Widerstand. Dynamischer Auftrieb

Abbildung 10-13: Widerstand und Auftrieb bei Tragflachen

Bei der Umstromung eines Korpers wirkt vom realen Fluid auf den Korper eine Kraft
F. Das Ziel ist es diese Kraft zu berechnen.

In einem gewahlten Koordinatensystem (KS) bestehend aus der Anstromrichtung
(horizontal) und einer Senkrechten dazu (parallel zur Erdbeschleunigung) kann diese
Kraft in ihre Komponenten zerlegt werde. Die Komponente in Anstromrichtung ist der
Stromungswiderstand Fy, die Komponente senkrecht dazu und parallel zur
Erdbeschleunigung ist der dynamische Auftrieb Fa.

Bei plumpen Korpern hat F praktisch die Richtung der Anstromgeschwindigkeit.

£
NN N W

N

hl_j

I

Fl_j

Abbildung 10-14: Widerstand bei plumpen Kdérpern

Bei schlanken Koérpern, insbesondere bei Tragflachen, kann die Richtung von F

erheblich von w.. abweichen.
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A Druckspannuig Auftrieb
/ normal Ak
A
uao Fn M""a,_
—
>
/ 0 Widerstand
T -::x Druc<spannung
I : Y “
. 3 "} N
. - W )
. "'HZ':_.L‘_. o .
‘“\',"::L___ S
-~ ; - H'"‘*::::::':"'a Schubspannung
i '“"=--.__ﬂ__ﬁ_'”'“w.%x:'ag:f,___iangential chubspannung
/ T
R
B
F._=F, +F F,=F., +F = :
res D R D AD WD FR =Fus + FWR
Free —Fa +Fy Fo = Far + Fap Fow = Fur + Fuo

Abbildung 10-15: Kombination der Koordinatensysteme AOW und DOR

Betrachten wir jetzt einen umstromten Korper und seine Oberflache. An der
Grenzflache des umstromten Koérpers wirken in jedem Punkt eine Schubspannung
tangential zur Grenzflache und Druck normal zur Grenzflache.

Daher setzt sich der Stromungswiderstand Fy wiederum aus einer Kraft der
Schubspannungen  (Reibungswiderstand Fr) und der Druckspannungen
(Druckwiderstand Fp) zusammen.

Der Reibungswiderstand wird durch die Integration der Schubspannungen und der
Druckwiderstand durch die Integration der Druckspannungen uber die Oberflache
berechnet.

Projektionsfldachg
o
w F=F
o
o

Abbildung 10-16: Stromungswiderstand zusammengesetzt aus Reibungs- und
Druckwiderstand

Bei plumpen Korpern ist Fp >> Fr. Bei schlanken Korpern ist Fr>> Fp.

04.03.2013
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Die folgende Tabelle gibt ungefahr die Aufteilung des Widerstandes in Duck- und

Reibungswiderstand fur einige Falle in Prozent an:

Korper Druckwiderstand Reibungswiderstand
Tragflache 10 % 90 %

langsangestr. Platte 0 % 100 %

querangstr. Platte 100 % 0 %

Kugel 90 % 10 %

PKW 90 % 10 %

Flugzeug 50 % 50 %

Tabelle 3: Widerstandsanteile umstromter Korper

Der Reibungswiderstand ist eine Funktion der Viskositat. Im Idealfall reibungsloser
Stromung tritt kein Reibungswiderstand auf. Aber auch der Druckwiderstand
verschwindet. Man bezeichnet diese Tatsache als d'/ALAMBERTsches Paradoxon.
Die theoretische Bestimmung des Korperwiderstandes ist nicht moglich. Der
Korperwiderstand findet daher Eingang in die Berechnungen Uber die ¢ — Beiwerte
(cw, Cp, Ca), die jeweils in Laborversuchen empirisch bestimmt werden. Es gilt:

(cw, Cp, ca) = f (Geometrie, Rauhigkeit, Re, Ma).

Eine Tabellierung erfolgt in Abhangigkeit des Anstellwinkels «. Fur
Standartgeometrien findet man die c-Werte in umfassenden Tabellenwerken. Fur
individuelle Objekte mussen spezielle Versuchsreihen durchgefihrt werden. Dies ist
zum Beispiel bei jedem neuen Automodell der Fall und ein hoher Werbefaktor.

Der Widerstandsbeiwert c,, ist definiert durch:

Er ist eine dimensionslose Grolde. Als Bezugsflache A dient hier die Grundrissflache
(Schattenflache).

Ag =b-L (10-15)

Der Druckbeiwert cp ist definiert durch:

2 (10-16)

Der Auftriebsbeiwert ca ist definiert durch:
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cp =t (10-17)
%.sz A

mit Fa als der wirkenden Auftriebskraft.

. Bei einer Anstromung erfahrt jedes Objekt eine Widerstandskraft.

. Objekte erfahren eine Auftriebskraft nur, wenn diese asymmetrisch

beziglich der Achse in Anstromungsrichtung sind.

10.4.2 Grundlagen der praktischen Tragfligeltheorie

Definitionen des Koordinatensystems:
z - Achse parallel zur Schwerkraft

x-Achse - parallel zur Anstromrichtung

Vertikale Achse z 4 Normale zur Tragflache

Anstromrichtung x

Cw (¥)

Tangentiale zur Tragflache

Abbildung 10-17: Koordinatensystem

04.03.2013 111




Vorlesungsskript FLM I, Prof. Dr.-Ing. Janusz A. Szymczyk

Vertikale Achse z 1 Normale zur Tragflache

Anstrom-

Fu richtung x

vFgs Tangentiale zur Tragflache
y+ a=90°

Abbildung 10-18: Krafte am Tragfligel

Fw

Fa

Fz

Widerstandskraft Fw immer in Anstromrichtung, d.h. entgegen der
Bewegungsrichtung des Objektes (Stromungswiderstand)

Dynamische Auftriebskraft Fa immer entgegen der Erdbeschleunigung normal
zur Anstromrichtung

Winkel zwischen der Anstromrichtung und der Normalen zur Tragflache
Anstellwinkel der Tragflache mit der Horizontalen

Zugkraft des Flugzeugs
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Po

—_—
—— ‘\\ pTO < po “
Anstromrichtung Y
u,—= — v
\\‘ \
—_—
—
Geschwindigkeit
I T G e nEE T EEEEE
<v,<v,<v,:Beschleunigung
Pro <Po<Pr,: Druckgradient
v+ a=90° Po| Umgebungsdruck ungestérter Bereich unten

Umgebungsdruck ungestorter Bereich oben

Kontrollvolumen /

1
1
1

1
!
!
1
1
1
)
|
1
1
'
'
'
'
\

Abbildung 10-19: Erklarung fur den dynamischen Auftrieb

Ptu
pTo
Po

04.03.2013

der Druck unmittelbar an der Tragflachenunterseite
der Druck unmittelbar an der Tragflachenoberseite
Umgebungsdruck aul3erhalb des Kontrollvolumens
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Erklarung des dynamische Auftriebes (siehe Abbildung 10-19):

Im Nahfeld der angewinkelten Tragflache wird ein Kontrollvolumen aufgespannt.

Im vom Tragflugel ungestorten Bereich an den Randern des Kontrollvolumens

herrscht jeweils Normaldruck po.

Die einstromende Luft mit u. wird in diesem Kontrollvolumen durch die angewinkelte
Tragflache nach unten umgelenkt und erfahrt dabei eine Vertikalbeschleunigung in
Richtung Erdboden. Diese Vertikalbeschleunigung nach unten bewirkt im

Kontrollvolumen einen Druckgradienten in Richtung nach oben.

Unterhalb der Tragflache nimmt der Druck in der Vertikalen zu - vom Normaldruck po
im ungestorten Bereich auf einen hoheren Druck unmittelbar an der

Tragflachenunterseite (Index TU) an. pty > Po,unten

Oberhalb der Tragflache nimmt der Druck ebenfalls in der Vertikalen von einem
niedrigen Druck pr, unmittelbar an der Tragflachenoberseite wieder auf den

Normaldruck po im ungestorten Bereich oben zu. pro < Po,oben
Es resultiert:
PTu > Po > Pto — PTo < P1u (Druckunterschied = Auftrieb)

Dieses Druckfeld ist die Ursache der Auftriebskraft!

Die Auftriebskraft ist eine Reaktionskraft, die aus der Vertikalbeschleunigung der
Luft resultiert, die an einer angewinkelten Tragflache in Richtung Erdboden

umgelenkt wird.

Ob ein Flugobjekt fliegt oder nicht hangt nur vom Anstellwinkel der Tragflache ab.

Diese Erklarung fur den Auftrieb gilt nicht nur fir das Abheben vom Boden, sondern
auch fur alle Probleme mit dynamischen Auftriebskraften, die ganz allgemein als

Krafte normal zur Stromungsrichtung verstanden werden.

Im Fall der Flugobjekte ist die Platte so als Tragflache ausgerichtet, dass die

resultierende Auftriebskraft genau der Gewichtskraft des Flugobjektes entgegenwirkt.

Der Stromungswiderstand Fy steht im Gleichgewicht zur Zugkraft (Schubkraft) Fz,
mit welcher der Propeller das Flugzeug durch die Luft zieht (siehe Abbildung 10-19).
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Der Auftrieb kann erhoht werden durch:

. Erh6hung der Geschwindigkeit u..
. Vergrol3erung der Tragflache
. VergroRerung des Anstellwinkels y

Hierbei schliel3t sich eine hochkomplizierte Optimierungsarbeit an, die

Forschungsabteilungen und Institute seit Jahrzehnten mit Arbeit versorgt.

Die Geschwindigkeit kann man erhdhen, indem leistungsfahige Antriebsaggregate
eingebaut werden, was aber einen hoheren Energiebedarf verursacht.

Eine VergroRerung der Tragflachen vergroRert gleichzeitig das Gewicht des
Flugzeuges. Die GegenmalRnahme sind teuere High-Tech-Werkstoffe wie Aluminium

und glasfaserverstarkte Kunststoffe.

Mit der Vergroflerung des Anstellwinkels steigt auch die Widerstandskraft der
Tragflache und es kommt zu starken Wirbelablésungen auf der Rickseite, so dass
die Geschwindigkeit des Flugzeuges einbricht und damit dann auch wieder der
Auftrieb.

Und genau das ist der Grund fur die Profilierung der Tragflache. Tragflachen werden
profiliert, um ein stabiles Stromungsfeld mit einem Maximum an Auftriebskraft bei

gleichzeitiger Minimierung der Widerstandskraft zu generieren!

Normale zur Tragflache

—_— Tangentiale zur Tragflache

Abbildung 10-20: Kraft aus Auftriebs- und Widerstandskraft und aus den Normal-
und Tangentialspannungen
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10.5. Widerstand der langs angestromten Platte

Bei langs angestromter Platten entsteht nur der Reibungswiderstand. Fur die
kritische REYNOLDS-Zahl gilt:

U. -
Rek:—EL5!:54o5. (10-18)
A%

Ist die Plattenlange L < x,, dann ist die gesamte Grenzschicht bis zur
Plattenhinterkante laminar. Ist die Plattenlange L > x,, dann ist der vordere Teil der
Grenzschicht (bis x,) laminar, dahinter wird sie turbulent.

Der Widerstandsbeiwert fur eine einseitig benetzte ebene Platte als Funktion der
REYNOLDS-Zahl Re und der relativen Sandrauhigkeit ks/L ist in Abbildung 10-21
dargestellt.

Ks
0,010 |
Cy 0,009 - 10-3
0'008 :‘:———-—-—" "‘\\-
- b L] : i
0005 7 S T ® bt 10-
N 3~ = "~

000 N\ G) = SHR

\ ""-..__@ *\\ ] 10-5

10-8
0,002 ""'\S* =t
[,
N ©Os T
EN
N
\
\\
0,001 2z A 6 8B 2 4 & 8 . 2 L& 6 8 2 [ & 8
108 108 0 108 16°
Ueo |

Abbildung 10-21: Widerstand der langsangestromten ebenen Platte
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Fur die cw-Werte der langsangestromten Platte gelten die folgenden Formeln:
1. BLASIUS,
laminar, hydraulisch glatt ~ Re < 5-10°

. 132824 {010
W= e (10-19)

2. PRANDTL,

turbulent, hydraulisch glatt, 510°<Re<10° L>> Xu

Cw = 2074 10-20
W 2Re (10-20)
3a. PRANDTL,

turbulent, hydraulisch glatt, 510°<Re <510° L > Xu

0074 1700 10.21

W 5 Re Re ( B )
3. PRANDTL-SCHLICHTING,
turbulent  hydraulisch glatt, 10° < Re < 10° und L >> x,

W (logRe )™ (10-22)
4. turbulent und hydraulisch glatt, 10° < Re < 10° L > x,

0,455 1700 U, -k

Cw = ’ - und—=——= <100 -

w (Iog Re)z,ss Re v (10-23)
5. turbulent mit Rauhigkeit, 10° < Re < 10°, 10° < L/ks < 10°

-25
Cyw = (1,89 +1,62-IogL} und O=Ks + 100 (10-24)
kS %

(hydraulisch glatt bedeutet, Rauhigkeit spielt keine Rolle)
Fir Rauhigkeitshohen ks, bei welchen die Rauhigkeit noch keinen Einfluss auf den
Widerstand hat, gilt die einfache Formel:

Y.k <100 hydraulisch glatt (10-25)
A%
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U, K, >100 Rauhigkeit muss berucksichtigt werden (10-26)
A%

Uberschreitet ks diese zulédssige Grenze, dann sind zwei Bereiche zu unterscheiden.
Im Bereich 4 ist der Widerstandsbeiwert von der relativen Rauhigkeitshohe k¢/L und

der Reynolds-Zahl Re abhangig. Im Bereich 5 nur noch von kg/L.

Korper Druckwiderstand Reibungswiderstand

* 100 %

U 0° 0o

—e— = . = b/

Upp———————— 10% 90

W o .

W = 90°%, = 10%,

———F0° o -

U:———[j 2 = 100 */s 0%,

Abbildung 10-22: Widerstandsanteile umstromter Korper
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10.6. Abldsung

Wenn ein Korper von einem Fluid angestromt wird, bildet sich an seiner Vorderseite

ein Staupunkt aus.

Abbildung 10-23: Staupunkt

In diesem Punkt ist die gesamte kinetische Energie in Anstromung vollstandig in

Druck umgesetzt worden.
Wir verfolgen nun den Weg eines Fluidteilchens auf einer Stromlinie nahe der

Korperoberflache.

Grenz :-'Cc ht
— ,,. ~O-ghotwasser
I |

|
|
|
I
I
|
t
I
f
{
|
Kk

Abbildung 10-24: Druckverteilung am Profil bei Ablésung der Grenzschicht
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- Das Fluidteilchen bewegt sich vom Staupunkt aus in ein Gebiet
abnehmenden Druckes (blaue Linie).

- Dabei wird es beschleunigt.

- In dieser Beschleunigungsphase nimmt seine kinetische Energie zu.

- Hinter der dicksten Stelle des Korpers steigt der Druck aber wieder an

(grane Linie).

- Das Teilchen wird infolgedessen verzogert.

- Aulerdem wirkt auf das Teilchen eine verzogernde Reibungskraft.

- Ein Teil der Energie wird dissipiert.

=> Als Folge davon reicht die gewonnene kinetische Energie nicht aus, um das

Teilchen gegen den Druckanstieg bis zum hinteren Ende des Korpers stromen zu

lassen.

Das Teilchen fangt unter dem Einfluss des weiteren Druckanstieges an, in

Gegenrichtung zu stromen (Gebiet Ill)

Es bildet sich ein Ruckstromungsgebiet, das die Auflenstromung von der Oberflache

abdrangt, was zur Ablésung der Strdomung von der Wand fuhrt.

Die Verhinderung der Ablésung ist durch Absaugen der Grenzschicht maoglich,

wodurch diese eine konstante Dicke 5 erhalt.
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10.7. Umstromung einer Kugel

Die Kugel ist im Vergleich zu einem schlanken Korper ein stumpfer Korper. Daher ist
mit Stromungsablosung zu rechnen. Der Uberwiegende Teil des Kugelwiderstandes
ist der Druckwiderstand. Dieser ergibt sich aus:

Fu

p 2. mD (10-27)
2 704

In Abhangigkeit von der REYNOLDS-Zahle

Re = =D (10-28)
A%

gilt ebenfalls:

1 Cw = 24/Re Re < 2 (Stokes) schleichende Strdmung

2 cw aus Diagramm 2 <Re <0,5*10° Ubergangsbereich

3. cw=0,4 0,5*10° < Re < 2-10° Unterkritisch

4 cw = 0,08 2:10° <Re < 10’ Uberkritisch

5 cw=0,2 Re > 10’ Transkritisch

Der Umschlag von laminarer zu turbulenter Umstromung erfolgt bei der kritischen
REYNOLDs-Zahl Rey = 3-10°.

unterkritisch Uberkritisch

Abbildung 10-25: Totwassergebiet hinter der Kugel (v. Karmansche Wirbelstral3e)
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Beispiel: Freier Fall mit Stromungswiderstand

Abbildung 10-26: Korper im freien Fall

Beim freien Fall in einem Fluid wirken folgende Krafte auf den Korper:
Die Gewichtskraft

G=F,=m-g (10-29)

nach unten, der Strémungswiderstand

Fu =5 w.” A (10-30)

nach oben, der Anstromgeschwindigkeit entgegengesetzt und die Auftriebskraft Fa
F.=p-V-g (10-31)

ebenfalls nach oben (p - Dichte der Luft, V — Volumen der Kugel).

Das Kraftegleichgewicht lautet somit:

F, =F, +F, (10-32)
Cy P
m-g=p-V.g+—W I~ -
g=p-V-g 2w 2 A (10-33)
Daraus ergibt sich fur die stationare Endgeschwindigkeit:
2-gm-p-V)
W = -
m \/ Cyp-A (10-34)
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Wenn der Auftrieb vernachlassigt wird (p << pk bzw. p-V << m), so vereinfacht sich

das Ergebnis zu:

| 2-g'm
W, = /—CW oA (10-35)

Rechenbeispiel:

Gegeben ist eine Kugel, mit dem Durchmesser D und der Dichte pk, die in einer
Flissigkeit der Dichte p nach unten sinkt. Nach einer gewissen Zeit bewegt sie sich
mit der stationaren Fallgeschwindigkeit w.. - wie grol} ist die Geschwindigkeit?

Die Masse der Kugel ist

m=p-V-g. (10-36)

Einsetzen in (10-34) ergibt fur die Fallgeschwindigkeit

_[2-9-Vlp—p)
ww_J oy (10-37)

fur deren Berechnung jedoch der korrekte cy-Wert benétigt wird. Dieser selbst hangt
jedoch von der REYNoLDS-Zahl und diese wiederum von der Fallgeschwindigkeit ab.
Somit lasst sich w. nur durch einen iterativen Prozess bestimmen.

Man geht von einem Schatzwert fir den cw-Wert aus, berechnet damit w. und die
dazugehdrige REYNOLDS-Zahl und pruft anhand des Diagramms (Abbildung 10-27),
ob REYNOLDs-Zahl und cw-Wert zueinander passen bzw. die Abweichung in einem
tolerierbaren Bereich liegt.
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Abbildung 10-27: Widerstandsbeiwert der Kugel
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10.7.1 Schleichende Strdomung um eine Kugel in einer

reibungsbehafteten Fllssigkeit. Widerstandskraft

Ziel: Herleitung des c,~-Werts
Die Kugel ist im Vergleich zu einem schlanken Profil ein stumpfer Korper. Daher ist
mit Stromungsablésung zu rechnen. Im Folgenden werden wir uns mit dem
Umstrémungswiderstand beschaftigen.
Korperumstromungen bei kleinen Reynoldszahlen Re < 1 werden in der Technik als
schleichende Stromungen bezeichnet. Sie treten auf, wenn z.B. die
Zustromgeschwindigkeit U klein oder die Viskositat v des stromenden Mediums grof3
ist. In diesem Kapitel soll die schleichende, inkompressible Stromung um eine Kugel
mit dem Durchmesser D betrachtet werden.
Der Umstromungswiderstand Fyy eines Korpers setzt sich

aus einem  Druckwiderstand Fy p

und einem Reibungswiderstand Fy r

Zusammen.

P K
U | o

Festkorper

Abbildung 10-28: Kugelumstromung

Gegeben: Gesucht:
Us, po, R, v=n/p Fwr, Fwp, F, cw
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10.7.1.1 Druckwiderstand

Pk Normalspannung (Konturdruck)

T Tangentialspannung (Schubspannung)

—_ e
X
Abbildung 10-29: Kugelumstromung
dA = (2nb)-Rda (b =Rsina)
(10-38)

dA = 2rnR?sina - do

Der Druckwiderstand resultiert aus der Integration der in Anstromrichtung wirkenden
Komponenten der Normalspannung (horizontale, d.h. x-Komponenten in diesem
Beispiel)

dF,, =P, -dAX =p, -cosa -dA

Fuo = [dF
"o { "o (10-39)

=—J'pk-cos<x-dA
A

Der Druck py ist auf der Flache dA konstant. Das Minuszeichen auf der rechten Seite
der Gleichung berucksichtigt, dass die Krafte Fyp fur 0 < o < 90° in negative x-

Richtung und fur 90° < a < 180° in positive x-Richtung wirken.
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Fuo =[Py -cosa-2nR?sina da (10-40)

A

Der Konturdruck py ergibt sich aus einer analytischen Lésung der Navier-Stokes-

Gleichung zu

pk=—%'003a+p (10-41)
Eingesetzt in Gl. (10-40) erhalt man:

Fu o :'IZRRZ -@%-COSa—pchoswsina do (10-42)

Mit der Losung des Integrals

t3nuU : t .
| =27R? | =—==cos’a-sina da - |p, -cosa -sina d -
T ('([2 R o o da }[pw a o ocj (10-43)
231U, . ; .
I1:~£§nR cos’ o -sina da., Izzlpw-coswsmada (10-44)
Substitution:
_ (10-45)
coso=z = -sinadoa=dz
3nU, , 3nU_ (1 3)
i =|--—="zdz=-—-—""| -2 -
=]-57R > R (3 (10-46)
L =-30Y (T st g (10-47)
2 R (3 .
=5 TRt
L (10-48)
R
l, =p -jzdz:p 1. (10-49)
o0 002
1 , )
l, :—pw(—cos ocj (10-50)
2 0
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l, =-p,.(1-1)=0 (10-51)
erhalten wir

MU,
Fyp =21R R =2mRU_ (10-52)

10.7.1.2 Reibungswiderstand
Der Reibungswiderstand Fwgr ergibt sich aus der Integration der horizontalen
x-Komponente der Tangentialspannungen dFwr = |t|-dA, die vom Fluid auf die
Kontur Ubertragen werden, also:

Fur = [dFug = [[f-sina dA
A

FRx

(10-53)

Die vom Fluid auf die Kugel ubertragene Schubspannung t ergibt sich ebenfalls aus

einer analytischen Losung der N-S-Gleichung zu:

33U, sina
=-n-—= 10-54
t=-nD o (10-54)
Damit kann der Reibungswiderstand durch Integration bestimmt werden.
Fur = [ guw SN sine-2aR? sina do (10-55)
0
Fyr = [37nU,Rsin® a do (10-56)
0
Fwr =4mU.R (10-57)
Damit betragt die gesamte Widerstandskraft Fw= Fwp + Fwr
Fw =Fypo +F
w wW.,D W,R (1 0-58)
=6mU_R
Mit dem Ausdruck fur die Widerstandskraft
P = Oy o UaR? (10-59)

|asst sich der dimensionslose c,-Wert fur diesen Fall berechnen:
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2F,  2(6mnU,R)  12n _ 24n

C = = = = R -
WEOURR? ~ pUlrRZ pUR  pUD (10-60)
Mit
UD pUD
Re==r= === (10-28)
v

erhalt man schlielYlich

24

= (10-61)
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10.7.2 Kugelumstromung in einer reibungslosen Flussigkeit

10.7.2.1 Geschwindigkeitspotential ¢ der Stromung

Losung der LAPLACE- Gleichung mit der zugehorigen Randbedingung. — Der

Satz alleine sagt gar nichts aus

pe t
U |

. |

Abbildung 10-30: Kugelumstrémung

Das Problem ist rotationssymmetrisch zur x-Achse und wird in Kugelkoordinaten

X =rcosa

y =rsinacosfy  (siehe Mathe 1 Szymczyk) (10-62)
z=rsinasinf

formuliert, da sich der Rand dann als Flache r = const. besonders einfach
beschreiben lasst. Um das gesuchte Geschwindigkeitspotential ¢ zu finden, muss
die LAPLACE-Gleichung gelOst werden.

Der LAPLACE-Operator fur den Skalar ¢ in Kugelkoordinaten lautet:

10,00 1 o] o] 1 1 0d%
Ap=V -Vo=——|r"—|+ —|sina— |+ — — 10-63
® P 6r{ 8r} r’sina 8&{ aaa} r? sina op ( )

Das Problem ist rotationssymmetrisch, somit gilt

99 _g
op

und Gl. (10-63) vereinfacht sich zu

(10-64)
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10| ,00 1 o| . 0o
— =+ —|sina— |=0. -
r? ar[ Gr} r’sina 8&[ a@a} (10-65)

Randbedingungen:

(i) an der Oberflache (kein Durchfluss durch die Flache)

U _0¢ 0 (10-66)
" ar r=R
(i) im Unendlichen
(10-67)

¢, =U, r-cosa
Gleichung (10-67) ist eine Funktion von r und ¢, die durch den Separationsansatz
o(r,a)=R(r)-F(a) (10-68)

getrennt wird.

Nach kurzer Rechnung erhalt man die Lésung:
3
0= U{H%T—chosa (10-69)

Wir berechnen jetzt die Geschwindigkeit auf der Kugeloberflache r = R.

3
U, _% =UO{1—R—3jcosa:0
or | _r r
5 (10-70)
U, oo -U, r+1R—2 sina :—EUOO sina
r oo _g 2r 2
10.7.3 Kraft auf die Kugel in einer reibungslosen Flussigkeit.
Die BERNOULLI-GI. lautet:
Py P =
+=U° =p+=U-u 10-71
P +5U. =p+3 ( )
auf der Kugel gilt: u, = 0 (Randbedingung!), des weiteren ist
10 3 .
U=-— =-—U_sin -
"l . 2" a (10-72)
und somit
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u-G:gUisinza.
4

Die Kraft F auf die Kugel ist:

mit

€ =cosa-€, +sina-cosP-e, +sina-sinfp-e,

erhalten wir nach kurzer Rechnung (2 A4 Seiten sehr dicht beschrieben),

F=0

Der Druckbeiwert cp, definiert als

P—P.
PV

Cp =

ergibt sich mit der BERNOULLI-GI. (10-71) und (10-73) zu

Ccp =pp_¢ ~1-2sin’
2
Pyt
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