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Webinar: Elastostatik
Thema: Zweiachsige Biegung

Aufgabe) Biegelinie bestimmen

Z

Gegeben sei der obige Kragtrager, welcher durch eine Kraft F in z-Richtung belastet wird. Der
Querschnitt des Kragtragers ist rechts abgebildet und besitzt eine S-Form. Es sei t << a. Gegeben
sind: t, a, F, 1, E.

Bestimme die Hauptachsen und die Biegelinie!
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Verwendete Formeln:

Biegelinie (schiefe Biegung)

EV "_ MZ IY_MZY Iyz
LL—I,

EW "_ MZI}’Z_I\/ZIY IZ
LI-L,

ugesamt - \/Vz + W2

Flichentrigheitsmomente: Koordinatentransformation

1 1

In:§(1y+lz)+5(1y—12)cos (20)+1,sin(20a)
1 1 .

IC=5(1y+IZ)—§(Iy—IZ)cos (20)—-1,sin(2a)
_1 .

Im;:?(Iy—IZ)31n(2a)+Iyzcos (2a)

Hauptachsen

2

I,+1 I,—1
I,,=-~ Zi\/ Y 2) 412
1/2 2 ( 2 ) yz

Hauptrichtung

21
tan(2a):I _yf

y V4

Flichentrigheitsmomente (Satz von Steiner)
2
Iy: Z (Iyi+zi 'Ai)
2
L= Z (Izi+Yi 'Ai)

Iyz: Z (Iyzi_YiZi'Ai)
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Losung: Schiefe Biegung

Schiefe Biegung liegt dann vor, wenn die Summe aller auf einen Balken wirkenden Krifte nicht in
Richtung einer der Hauptachsen angreift.

Das obige Profil ist nicht symmetrisch beziiglich der y-z-Achsen. Das bedeutet, dass die y-z-Achsen
keine Hauptachsen des Querschnitts darstellen. Die Belastung F wirkt in Richtung der z-Achse. Da
diese keine Hauptachse darstellt liegt hier schiefe Biegung vor. Die Belastung in z-Richtung fiihrt
zu einen Moment um beide Hauptachsen (zweiachsige Biegung). Es werden zunéchst die
Hauptachsen berechnet, um zu zeigen, dass die Belastung nicht in Richtung einer der Hauptachsen
angreift und damit Momente um beide Hauptachsen resultieren.

Berechnung der Hauptachsen

I,+1 I—1.°
I[,,=—= Zi\/ Y 7)) 412
1/2 2 ( 2 ) yz

Zundchst miissen nun die Flachentragheitsmomente Iy und [ sowie das Deviationsmoment IyZ
berechnet werden.

Die Flachentragheitsmomente konnen mit dem Satz von Steiner berechnet werden, da es sich bei
dem S-Profil um ein zusammengesetztes Profil handelt:

Iyzz (Iyi"'ziz'Ai)
IZZZ (121+Y12A1)
Iyz:Z (Iyzi_yizi.Ai)

Es wird zundchst das S-Profil in 3 Rechtecke zerlegt, fiir welche der Schwerpunkt bestimmt werden
muss. Der Schwerpunkt eines Rechtecks befindet sich immer in der Mitte der Fliche. Die y-z-
Achse fillt mit dem Schwerpunkt des mittleren Rechtecks zusammen.
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Der néchste Schritt ist nun die Bestimmung der Flachentragheitsmomente der Teilflichen beziiglich
ihrer Schwerpunktachse. Das obige Rechteck wird bis zur roten Line betrachtet. Die Breite betragt
demnach a — t/2. Genau dasselbe gilt flir die Breite des unteren Rechtecks. Die Hohe des mittleren
Rechtecks betrdgt dann 2a + t/2 + t/2, weil die Hohe von 2a nur bis zur Mitte des oberen und
unteren Rechtecks gilt.

Die Flachentragheitsmomente fiir ein Rechteck beziiglich der Schwerpunktachsen werden
bestimmt zu: Senkrechte Seite hoch 3, parallele Seite einfach. Multiplikation der beiden Werte und
Division durch 12.

Ct(a-t/2) - (2a+t/2+t/2)’t | _t(a—t/2)
b= L= 12 BT
I _(a—t/2)’t " _(t)(2a+t/2+1/2) I _(a —t/2)’t
12 2= 12 s 12

Fiir die Schwerachsen wird fiir jedes Rechteck das Deviationsmoment Null, da mindestens
eine der Schwereachse (hier: beide) Symmetrieachsen darstellen beziiglich der Teilflichen:

Iyzl = Iyz2: Iyz3 = 0

Merke:
t<<a

Alle Terme mit n > 1 fur t* fallen demnach raus.
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Ausmultiplizieren der Klammern und dann alle Terme mit n > 1 fiir t" elimieren. Es verbleibt:

_ 8a’t _
I,=0 I,= > I,;=0

3
0 IZ3=a—t

1712 12

Flichentriagheitsmoment beziiglich der y-Achse
Es kann als nédchstes der Satz von Steiner angewandt werden. Fiir das Flachentrdgheitsmoment

beziiglich der y-Achse werden die Abstidnde in z-Richtung von der y-Achse des
Ursprungskoordinatensystems hin zum Schwerpunkt der betrachteten Teilfliche bendtigt.

Iyzz (Iyi"'ziz'Ai)

Es wird zundchst der Abstand vom oberen Rechteck zur y-Achse betrachtet:

Der Abstand von der Mitte des oberen Rechtecks zur Mitte des unteren Rechtecks betrdgt 2a. Da
sich das Koordinatensystem im Schwerpunkt des mittleren Rechtecks befindet betrdgt der Abstand:

:EI

zZ, >

a
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Der Schwerpunkt des mittleren Rechtecks liegt in der Mitte, also muss die halbe Hohe
herangezogen werden. Es kann auch der gesamte Abstand herangezogen werden:

o |
a1
a
z . 1 2a
]
| . 1
a
Zl:2a+t/22+t/2_t/2:a

Die -t/2 miissen abgezogen werden, weil der Abstand im Schwerpunkt des oberen Rechtecks
beginnt und nicht am oberen Rand.

Der Abstand vom Schwerpunkt des mittleren Rechtecks zur y-Achse ist null, da diese durch den
den Schwerpunkt verlduft.

z,=0

Der Abstand des unteren Rechtecks zur y-Achse betrégt:

22:2a+t/2+t/2_t/2:a
2

Die Flichen A der drei Rechtecke sind (t << a):
A =t-(a—t/2)=t-a
A,=t-(2a+t/2+t/2)=t2a

A,=t-(a—t/2)=t-a

Alle Terme fiir t" mit n > 1 fallen heraus.
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Flichentriagheitsmoment beziiglich der y-Achse

Es kann nun der Satz von Steiner angewandt werden um das Flachentragheitsmoment beziiglich der
y-Achse fiir das gesamte Profil zu bestimmen:

Iyzz (Iyi+ZiZ.Ai)

L=(0+a>t a)+ (32140 -020) 4042 1 )
L=(a’t .a)+(8j‘;t>+<a2 1)

Iy=2ta3+ Sf;t

Iy:82§t

Flichentriagheitsmoment beziiglich der z-Achse

(a—t/2)/2 + /2]

............... P ‘
L
t a |
[ ]
t, (a—y2y2 +12
. ............... =
' a

Die Abstéinde sind:

Es kann als nédchstes das Flachentrdgheitsmoment des gesamten Profils beziiglich der z-Achse
bestimmt werden:
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1= Z (Izi+Yi2'Ai)

a’t a t) a’t a t
(_+(_+Z) -t-a)+(0+0-2at)+(ﬁ+(—+z) ‘t-a)

[ =
12 2 2

z

Merke: Auflésung der Klammer mittels binomischer Formel

Es gilt wieder t << a:

Bestimmung des Deviationsmoments

Merke: Da die y-z-Achsen des gesamten Profils keine Symmetrieachsen darstellen, féllt das
Deviationsmoment nicht raus.

Die Deviationsmomente der einzelnen Teilrechtecke beziiglich ihrer Schwereachsen sind null. Aber
der Satz von Steiner, also der Abstand in y-Richtung und z-Richtung zum
Ausgangskoordinatensystem muss beriicksichtigt werden.

Bei den Fliachentragheitsmomenten konnte der Abstand als Betrag angesehen werden, weil dieser

innerhalb der Gleichung quadriert wird. Allerdings muss beim Deviationsmoment der Abstand in
negative und positive Achsenrichtung zusitzlich beriicksichtigt werden.

Iyz = Z (Iyzi_Yi Zi.Ai)

Absténde in y-und z-Richtung bei den einzelnen Rechtecken (es kdnnen die obigen Abstédnde
iibernommen werden, allerdings mit Berticksichtigung der Richtung):

+(al2 + t/4) t] a  t
4 ................ o | Y1:+(§+§)
to|. a zZ,=+a
+a
z ; ! ? 2a y,=z,=0
3 2Lt
ti | Y3 (2 2)
| PN {-(al2 + t/4) z,=—a
a
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Es wird als nichstes das Deviationsmoment flir das obige Profil bestimmt:

Iyzz(O—a-(%—I—%)-t-a)—k(O—O-Za t)+(0—(—a) (= & -

)-t-a)

N | —

a
2

Es gilt wieder t << a:

[ =—a’t

yz

Bestimmung der Hauptachsen

Nachdem nun alle Werte fiir die Bestimmung der Hauptachsen gegeben sind, konnen diese aus der
folgenden Gleichung bestimmt werden:

2

I,+1 I,—1
[,=— Zi\/ Y1) 413

8a3t+2a3t 8a’t 2a’t

3 31(3
2

L=
I 53 _|_\/2 3,\2
1/2‘?a == (a t)
11=§a3t+\/2_a3t=3,08a3t
12:%a3t—\/§a3t=0,25a3t

Bestimmung der Hauptrichtung

21

tan(20t)=1y_y;Z
—1 2(_33t)
o=tan |—————
( 8a’t _2a3t
3 3
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20=tan '(1)=—45°
o=tan"'(1)=—22,5°

Um herauszufinden zu welcher Hauptachse dieser Winkel gehort, verwendet man die Formeln fiir
die Koordinatentransformation und setzt dort den Winkel ein:

1 1 :
In25(1y+lz)+§(ly—lz)cos(2a)+Iyzs1n(2(x)
1105416 (=22.5°))—a tsin (2 -(—22.5°
In—z( 3 8 t)+2(3a t)cos(2(—22,5°))—a’tsin(2 -(—22,5°))

I —%a3t+a tcos(—45°)—a’tsin(—45°)

n
L=2a t+a't- L+ V2
"3 2 2

I,=3,08a’t=I,

Bei einer Drehung des Ausgangskoordinatensystems um -22,5° (negativer Winkel = negative
Drehrichtung) ergibt sich die Hauptachse I . Die Hauptachse I, liegt senkrecht auf I , deshalb ergibt

sich fur [, ein Winkel von -22,5° + 90° = 67,5° (positive Drehrichtung).

| t
‘ﬂ%\x
/

Merke: Ein positiver Winkel bedeutet eine positive Drehrichtung (Linksdrehung).
Ein negativer Winkel bedeutet eine negative Drehrichtung (Rechtsdrehung).
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Nachdem die beiden Hauptachsen bestimmt worden sind und die dazugehorige Hauptrichtung kann
man nun auch deutlich erkennen, dass die in z-Richtung angreifende Kraft nicht in Richtung einer

der Hauptachsen angreift. Es liegen demnach Momente um beide Hauptachsen vor --> Zweiachsige
Biegung.

n

/ A
-

RN

/

| / \j
a Z

Bestimmung der Biegelinie

Die Formel fiir die Bestimmung der Biegelinie bei schiefer Biegung sind:

pon M LM,
ILL-1,

o ML, =M, L,
11—,

11
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Es handelt sich hierbei um die Durchbiegung v in y-Richtung und die Durchbiegung w in z-
Richtung.

Bevor die Biegelinie bestimmt werden kann, miissen zunéchst die Momente M_und Mybestimmt

werden.

Da nur eine Kraft in z-Richtung angreift, existiert nur ein Moment um die y-Achse. M_=0.

Moment um die y-Achse

F

Lagerkréfte bestimmen: M

- >

Horizontale Gleichgewichtsbedingung:

—:A,=0
Vertikale Gleichgewichtsbedingung:

T:A,—F=0
A,=F
Momentengleichgewichtsbedingung um A:

—M,—F 1=0
M,=—F 1

Nachdem nun die Lagerreaktionen bestimmt sind kann als nichstes ein Schnitt durch das Bauteil
durchgefiihrt werden, um das Moment um die y-Achse zu bestimmen:

12
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Momentengleichgewichtsbedingung (Bezugspunkt ist der Schnitt):
My_MA_ AV ‘X :O

Einsetzen der Werte:

M,—(—Fl)—F -x=0

Aufldsen nach My:

M,=(—FI)+F -x

M,=F(x—1)

Durchbiegung in y-Richtung

Es kann als nichstes die Durchbiegung bestimmt werden:

— —1)(=2a° C1).a3
S 1 TR L Y
§a3t-§a3t—(a3t)2 —a’t’—a’t’

3 —_—
EV,,:F(X—I)-at EV,,:F(X 1)
Za6t2 Za3t
9 9
EVvv:2F<X3_1)
T a't
Es folgt die 1. Integration:
9
Ev'= — f(Fx—Fl)dx
Ta't
=2 (Lpeo
Ev'= 7a’t <2FX Flx)+C, 1. Ableitung der Durchbiegung

Es folgt die 2. Integration:

9

Ev'= .
7a’t

f(%sz—le)dx—kf C,dx

13
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Ev= 93 -(lFX3—llez)+Clx+C2 Durchbiegung
7a't 6 2

Nachdem nun die Integration durchgefiihrt wurde, konnen als nichstes die Integrationskonstanten
bestimmt werden. Es gilt fiir die feste Einspannung:

Randbedingung: Feste Einspannung

v=0
v'=0

Die feste Einspannung ist gegeben bei x = 0, hier ist die Durchbiegung v = 0 und die erste
Ableitung ebenfalls v' = 0. Mittels dieser Randbedingungen ist es nun moglich die
Integrationskonstanten zu bestimmen.

Als erstes setzen wir v = 0 fir x =0:

9 1 1
7a3t-(EF-03—5F1-02)+C1-0+C2 C,=0

E-0=

Danach betrachten wird die 1. Ableitung der Durchbiegung v' und setzen v' = 0 fiir x = 0:

723t-(%1s-02—1?1-0)+c1 C,=0

E-0=

Die Durchbiegung ergibt sich also zu:
9 1 |

Ev= (=Fx’-=Fl1x%)
7a’t 6 2
O9F (1 s 1, 2
Ev= (=x"—=1
V= (6x > x’)

Aufgrund dessen, dass 1 > x gilt:

l)(3<llx2
2

6

Die Durchbiegung in y-Richtung ist demnach negativ. Das bedeutet, dass die Durchbiegung in
Richtung der negative y-Achse erfolgt!

14
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Durchbiegung in z-Richtung

M,I,—M, I
EW": ZyZ 2y z
LI-L,
—F(x—1)-Za’t
Ew''=
% 3t%a%—(—aﬁt)2
—F(x—1)-Za’t
Ew''=
£a6t2 a0t
9
_F(x-1)-2
" 3
Ew''= 7
—a’t
9
EW.._—6F(3X—1)
Ta't

Es folgt die 1. Integration:

Ew'=— 63 f(FX-Fl)dX
Ta't
6 (g
= 7a’t (2FX Flx)+C; 1.Ableitung der Durchbiegung

Es folgt die 2. Integration:

6 1
Ew=— -J'(Esz—le)dx+fC3dx

- 3

Ta 't
Ew=— 63 -(lFX3—lF1x2)+C3x+C4 Durchbiegung
7a’t 6 2

15



P~ . :
Mlngenleurkurse.de

Interaktive Online-Kurse

Es werden als néchstes die Integrationskonstanten aus den Randbedingungen bestimmt:
Randbedingung: Feste Einspannung

w=0

w'=0

Wir betrachten zunédchst w' = 0 fiir x = 0:

6 ( 1

e -EF-Oz—Fl-0)+C3 C,=0
at

E-0=—

Danach betrachten wird w = 0 fir x = 0:

6 (1 1
E-0=— -(—F-O3—§F1 -0*)+0-0+C, C,=0

7a’t 6

Die Durchbiegung in z-Richtung ergibt sich durch:

6 (1p.os 1o o
Ew=— (=Fx*-=Fl
W= (6 X' x%)

6F 1.5 1,2
Ew=— (=xP—=1
\%% 7a3t <6X > X)

Da x <1 wird der rechte Term in der Klammer gréBer als der linke Term. Die gesamte Gleichung
wird demnach positiv. Die Durchbiegung erfolgt in Richtung der positiven z-Achse.

16



