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Webinar: Dynamik
Thema: Kinematik eines Massenpunktes
Aufgabe: Schiefer Wurf

Ein Ball wird unter einem Winkel o mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, =35 m/s vom Boden
iber eine Mauer der Hohe H = 10 m geworfen.

A

a) Bestimme den Abwurfwinkel a bei dem die Bahn der Kugel in der Hohe H eine waagerechte
Tangente aufweist!

b) Bestimme die Wurfdauer fiir den in a) bestimmten Abwurfwinkel!
¢) Bestimme die die Wurfweite w fiir den in a) bestimmten Abwurfwinkel!

Der Ball wird nun aus einer anderen Hohe y = h = 7m abgeworfen. Damit sind Steighdhe und
Fallh6he nicht mehr identisch.

w

¢) Bestimme die Wurfweite des Balls, fiir den in a) bestimmten Abwurfwinkel.
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Losung:
Schiefer Wurf:
Wir zerlegen die Bewegung in x- und y-Richtung.

Die Anfangsgeschwindigkeit betrdgt v . Wir zerlegen zunéchst die Anfangsgeschwindigkeit in ihre
x- und y- Komponente:

Vo =V,cos(a)
Vo, =Vosin(a)

Als néchstes miissen wir herausfinden ob Beschleunigungen in x- und y- Richtung auftreten. In y-
Richtung ist die Erdbeschleunigung gegeben (vertikal nach unten gerichtet):

ay =—g
In x-Richtung tritt keine Beschleunigung auf:

a =0

X

Wir betrachten als néchstes beiden Bewegungen separat. In y-Richtung ist eine gleichformig
beschleunigte Bewegung (konstante Beschleunigung) gegeben, in x-Richtung eine gleichformige
Bewegung (konstante Geschwindigkeit).

a) Losung Aufgabenteil a)
Bei y = H soll der Ball waagerecht zur Bahnkurve fliegen. Damit ist die Geschwindigkeit in y-
Richtung gleich soll, denn der Geschwindigkeitsvektor liegt immer tangential an der Bahnkurve. Ist
dieser waagerecht, so ist v = vx und damit vy = 0. Wir betrachten also zunéchst die y-Richtung und
stellen hier die Bewegungsgleichungen auf:
Y-Richtung
Wir verwenden den Zusammenhang;:

— dVy

q =—=
Yoot

Trennen die Verdanderlichen:

dvyz a, dt
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Setzen die Integrale und beriicksichtigen die Grenzen:

f:: dv,= f; a,dt
mit

a,=—g
v t

[, dv,=], gt

Integration fiihrt zu:
Vy— Vo, =8t

Einsetzen von der Anfangsgeschwindigkeit:
v,—V,sin(a)=—gt

Auflésen nach %
v,=v,sin(a)—gt

Das ist die Geschwindigkeitsgleichung fiir die y-Richtung des Balls in Abhingigkeit von t.

Die Aufgabenstellung lautet aber, dass der Winkel in Abhédngigkeit von der Hohe h, also dem Weg,
gegeben werden soll und nicht von der Zeit. Als nichstes miissen wir die Wegfunktion der y-
Richtung bestimmen. Es gilt:

_dy
Yoo dt

\Y

Trennung der Verdnderlichen:
dy=v,dt

Intergale und Grenzen:

t
f(y) dy= fo v, dt
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Einsetzen von &
f(y) dy= f; (vosin(a) —gt)dt

Integrieren:

y=v,sin(a)t —%gt2

Was genau passiert nun, wenn der Ball eine waagerechte Tangente an der Bahnkurve bildet? Der
Geschwindigkeitsvektor liegt immer tangential an der Bahnkurve. Wenn also die Tangente und
damit auch der Geschwindigkeitsvektor waagerecht sind, dann gibt es nur noch eine horizontale
Geschwindigkeitskomponente und die vertikale Geschwindigkeitskomponente wird null. Wir
konnen also die ermittelte Geschwindikeitsfunktion fiir die y-Richtung (vertikale Richtung) gleich
Null setzen und nach t auflosen:

Vyzvosin(a) —gt=0
o v,sin(a)

g

Wir wollen nun den Winkel bestimmen damit der Ball seine maximale Hohe y = H erreicht. Wir
setzen also y = H:

H=v,sin(a)t —%gt2

Und setzen die Gleichung t dort ein, die uns anzeigt, dass hier die Geschwindigkeit in y-Richtung
gleich Null ist:

vesin(a) 1 visin(a)’

g _Eg g2

H=v,sin(a)-

Kiirzen der Gleichung:

B vesin(a)® 1 visin(a)’
_T -5 T
_ vysin(a)’
2g
Auflosen nach o

H-2 -gzvésin(oc)2



H28 _in(a)
Vo
sin (o)’ = H ~22-g
Vo
Sin(a):M
Vo
azarcsin(%)
Vo
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Wir konnen als nichstes die Werte einsetzen und erhalten:

V10m -2 9,81 m/s’

o.=arcsin (

a=23,6°

35m/s

)

.de

Der Abwurf muss mit einem Winkel von 23,6° erfolgen, damit in der Hohe H = 10m die Wurtbahn

des Balls eine waagerechte Tangente aufweist.

b) Losung Aufgabenteil b

Als nichstes wollen wir die Dauer t = T des Wurfs berechnen. Fillt der Ball wieder auf den Boden
auf, so ist y = 0. Wir konnen also die Wegfunktion in y-Richtung gleich Null setzen und nach t

auflosen:

0=v,sin (o)t —%gt

T— 2v,sin (o)
g

2

Einsetzen der Werte fuihrt zu:

T:2-35m/s-sin(23,6°)

9,81 m/s’

T=2,857s
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b) Losung Aufgabenteil ¢

Als néichstes wollen wir die Wurfweite bestimmen.

Dafiir bendtigen wir die Bewegung in x-Richtung. Hierbei handelt es sich um eine gleichformige
Bewegung, d.h. der Ball fliegt in x-Richtung mit konstanter Geschwindigkeit.

Vo =V,=V,cos(a)
Da hier keine Beschleunigung auftritt ist die Anfangsgeschwindigkeit gleich der
Gesamtgeschwindigkeit des Balls in x-Richtung. Diese ist konstant und damit unabhéngig von der

Zeit.

Als nichstes bendtigen wir die Wegfunktion in x-Richtung:

v=&
*oodt

Wir trennen die Veridnderlichen:
dx=v, dt

Intergale und Grenzen:
fx dx= ft v, dt
0 0 X

Einsetzen von vx:
X t
fo dx= fo v,cos(a)dt

Intergale auflosen:

x=vocos(a)t

Dies ist die Wegfunktion des Balls in x-Richtung in Abhédngigkeit von der Zeit t. Wir wollen die
Wurfweite bestimmen. Der Ball landet am Ende wieder auf dem Boden bei y = 0. Wir koénnen also
die Wegfunktion der y-Richtung gleich Null setzen und nach t auflésen. Das haben wir bereits im
Aufgabenteil b) gemacht:

(= 2v,sin(a)
g
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Wir setzen nun in die Wegfunktion in x-Richtung die Zeit t einsetzen:
X =v,cos (o)t
w=235m/s -cos(23,6°) -2,857s
w=91,63m

Sind keine Werte in der Aufgabenstellung gegeben, so ergibt sich die Formel:

t_ZVOSin(OL)
g

in die Wegfunktion der x-Richtung eingesetzt werden. Somit wird t aus der Gleichung eliminiert:

x=vocos(a)t

D vsi
x v, cos(o) 2o (e)
g
2
vy ,
x=—2-cos(a)-sin(a)
Es gilt:

sin(2a)=2 -cos(a ) -sin (o)

Und damit:

2
\'

0 -
X=—-s:Iin(2a
“sin20)
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Losung Aufgabenteil d)

Wir wollen die Wurfweite berechnen. Dazu benétigen wir die Wegfunktion in x-Richtung und
zusitzlich die Wegfunktion in y-Richtung.

Wir beginnen mit der Wegfunktion in x-Richtung:

y =39
oot

Wir trennen die Verdnderlichen:

dx=v_dt
Intergale und Grenzen:

‘[Z dx= f:) v, dt

Einsetzen von A

f: dx= f; vycos(a)dt
Intergale auflosen:
X =V,C0S (a ) t
Dies ist die Wegfunktion des Balls in x-Richtung in Abhéingigkeit von der Zeit t.

Wir benétigen als néchstes die Wegfunktion in y-Richtung um die Zeit t zu elimieren:

— dVY

qQ =—=
Yoodt

Wir trennen die Veridnderlichen:

dv,=a dt
dv,=—gdt

[ dav,=] ~gdt
Vy =V, =gt

v,=v,sin(a)-gt
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Die Geschwindigkeitsformel ist unverdndert. Wir betrachten die Wegfunktion in y-Richtung.

Intergale und Grenzen:

fz dy= fo v, dt

Einsetzen von vx:

[ ay=1 (vysin(a)—gt)dt

Intergale auflosen:

y—hzvosin(oc)t—%gt2

y:VOSin(a)t—%gt2+h

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Abwurthohe hier mitberiicksichtigt werden muss. Wir wissen
das der y-Wert Null wird, wenn der Wurf beendet ist:

0=v, sin(a)t—%gtzﬂ—h
Hierbei handelt es sich um eine quadratische Gleichung. Wir kénnen die p/q-Formel anwenden,

miissen aber zunichst die Formel in die Folgende Form bringen:

at2+bt+c wobei a = | sein muss

t2_2vosir1(ot)‘[_&

0=
g g
vysin(o )t vosin(a)t 2h
gz <>4<0 (@)t 20
g g g
vesin(a) |vgsin(a)’  2h
127 o + gz +E

Hieraus kann die Wurfzeit bestimmt werden. Die Wurfweite ergibt sich durch einsetzen von t in die
Wegfunktion in x-Richtung:
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2

. 7 .
X=V0cos(a)Mivocos(a)\/M+2—h&

g o’ g

2 . 2 . 2
X—Vosm(za)ivocos(a)\/vo sin( o) +2h

2g g 3

Einsetzen der Werte fihrt dann zu:

35%sin(23,6°)° 27
9,81° 9,81

35%sin(2 -23,6°)
= = J+35c0s(23,6°
2981 cos(23, )\/

x,,=45,8114+32,0727 -1,862

x,=45,8114+32,0727 -1,862=105,53 m
x,=45,8114-32,0727 -1,862=—13,91 m

.de

Dabet ist x, die Strecke vor dem tatséchlichen Abwurfort in x-Richtung, wenn bei einer Héhe von y

= (0 abgeworfen wird.

Die Wurfweite ist hier X, = 105,53 m!

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Wurfweite je grofer ist desto hoher der Abwurfort liegt.

Die Hohe hat von y= 0 ausgehen ist jetzt gegeben mit:

H +h=gesamte Hohe

_ vysin(a)?
-~
vosin(a)’
H+h=—" 4y
2g

_ 35%sin(23,6)°

Heh== s +7=17
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AlsoH+h=10m + 7m

Die Hohe H ist hier 10 m, weil von demselben Abwurfwinkel ausgegangen wird. Bei einem anderen
Abwurfwinkel dndert sich natiirlich auch die Hohe H.



