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G r u n d l a g e n d e r E l a s t o s t a t i k

D i e E l a s t o s t a t i k b e s c h ä f t i g t s i c h m i t d e m G l e i c h g e w i c h t e l a s t i s c h e r K ö r p e r
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S p a n n u n g u n d D e h n u n g

N o r m a l s p a n n u n g : σ = F

A

S c h u b s p a n n u n g : τ =
F S

A

D e h n u n g : ε = ∆`
`0

S c h u b v e r z e r r u n g : γ = ∆x

h

S p a n n u n g s - u n d D e h n u n g s v e r t e i l u n g e n s i n d i n h o m o g e n b e i

z u s a m m e n g e s e t z t e n B e l a s t u n g e n

E i n h e i t : 1 M P a = 1 N /m m 2
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H o o k e ’ s c h e s G e s e t z

L i n e a r - e l a s t i s c h e s V e r h a l t e n : S p a n n u n g i s t p r o p o r t i o n a l z u r D e h n u n g

N o r m a l s p a n n u n g : σ = E · ε
S c h u b s p a n n u n g : τ = G · γ
M a t e r i a l k o n s t a n t e n :

E l a s t i z i t ä t s m o d u l E ( S t e i f i g k e i t d e s M a t e r i a l s )

S c h u b m o d u l G ( V e r f o r m u n g b e i S c h u b )

Q u e r k o n t r a k t i o n s z a h l ν ( P o i s s o n z a h l ) : ν = − εq
ε`

G ü l t i g k e i t : N u r f ü r d e n e l a s t i s c h e n B e r e i c h ( k e i n e b l e i b e n d e V e r f o r m u n g )
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S p a n n u n g s - u n d D e h n u n g s t e n s o r

S p a n n u n g a l s T e n s o r : σi j b e s c h r e i b t a l l e N o r m a l - u n d S c h u b s p a n n u n g e n a u f
e i n e m R a u m e l e m e n t

S p a n n u n g s t e n s o r ( 3 D ) :

σ =

σx x τx y τx z
τy x σy y τy z
τz x τz y σz z


D e h n u n g s t e n s o r : A n a l o g , b e s c h r e i b t a l l e K o m p o n e n t e n d e r V e r f o r m u n g
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S p a n n u n g s t r a n s f o r m a t i o n

T r a n s f o r m a t i o n : S p a n n u n g e n a u f b e l i e b i g g e n e i g t e n F l ä c h e n b e s t i m m e n

T r a n s f o r m a t i o n s g l e i c h u n g :

σn = σx c o s
2 α+ σy s i n

2 α+ 2τx y s i n α c o s α

S c h u b s p a n n u n g :

τn = (σx − σy ) s i n α c o s α+ τx y (c o s
2 α− s i n

2 α)

W i c h t i g f ü r N a c h w e i s u n d D i m e n s i o n i e r u n g
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H a u p t s p a n n u n g e n u n d M o h r ’ s c h e r K r e i s

H a u p t s p a n n u n g e n : E x t r e m w e r t e d e r N o r m a l s p a n n u n g , S c h u b s p a n n u n g = 0

B e r e c h n u n g :

σ1,2 =
σx + σy

2
±

√(σx − σy
2

)2

+ τ2
x y

M o h r ’ s c h e r S p a n n u n g s k r e i s : G r a f i s c h e D a r s t e l l u n g a l l e r

S p a n n u n g s z u s t ä n d e a n e i n e m P u n k t

S c h n e l l e E r m i t t l u n g v o n H a u p t s p a n n u n g e n / - r i c h t u n g e n
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H a u p t s p a n n u n g e n u n d M o h r ’ s c h e r K r e i s

M o h r ’ s c h e r S p a n n u n g s k r e i s
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1.3 Elastizitätsgesetz 7

A1.1Aufgabe 1.1 In einem Blech seien die
Spannungen σx, σy, τxy bekannt. Ge-
sucht sind die Größe und die Richtung
der Hauptspannungen.

Geg.: σx = 20 MPa, σy = 30 MPa,

τxy = 10 MPa.

τxy

τxy
σy

σy

x

y

σx

τxy

τxy

σx

Lösung Wir gehen zunächst analytisch vor. Die Hauptspannungen er-
rechnen sich aus

σ1,2 =
σx + σy

2
±

√(σx − σy

2

)2

+ τ 2xy = 25±√25 + 100 = 25± 11, 18

zu

σ1 = 36, 18 MPa , σ2 = 13, 82 MPa .

Für die Hauptspannungsrichtungen erhält man aus

tan 2ϕ∗ =
2τxy

σx − σy
= −2

die Ergebnisse

ϕ∗
1 = 58, 28◦ , ϕ∗

2 = 148, 28◦.

σ2

σ1
σ2

σ1
y

x
ϕ∗
1

Zur Verdeutlichung ist es zweckmäßig, das durch die Hauptspannungen
belastete Element zu skizzieren.

Man kann die Aufgabe auch grafisch mit Hilfe des Mohrschen Krei-
ses lösen:

τ

σ

σ1
σ2

2ϕ∗
1σ2 σ1ϕ∗

1

σx

τxy

σy

Richtung von Maßstab: 10 MPa

Man liest ab:

σ1
∼= 36, 5 MPa ,

σ2
∼= 14 MPa ,

ϕ∗
1
∼= 59◦ .



S c h w e r p u n k t b e s t i m m u n g : G r u n d l a g e n

S c h w e r p u n k t ( b z w . F l ä c h e n s c h w e r p u n k t ) i s t d e r ” M i t t e l p u n k t ” e i n e r F l ä c h e

F ü r r e g e l m ä ß i g e Q u e r s c h n i t t e ( R e c h t e c k , K r e i s ) d i r e k t a b l e s b a r ; f ü r

z u s a m m e n g e s e t z t e F l ä c h e n m i t I n t e g r a l e n o d e r S u m m e n

K o o r d i n a t e n :

x S =
1

A

∫
A

x d A y S =
1

A

∫
A

y d A
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W a r u m s i e h t d i e S c h w e r p u n k t f o r m e l s o a u s ?

Z i e l : D e r S c h w e r p u n k t i s t d e r ” M i t t e l p u n k t ” e i n e r F l ä c h e – a l s o d e r P u n k t , a n

d e m d i e g e s a m t e F l ä c h e g e d a n k l i c h „ k o n z e n t r i e r t “ w e r d e n k ö n n t e .

D i s k r e t e F l ä c h e n :

F ü r n E i n z e l f l ä c h e n A i a n d e n K o o r d i n a t e n x i g i l t :

x S =

∑
A i x i∑
A i

B e d e u t u n g : F l ä c h e n „ m i t m e h r G e w i c h t “ ( g r ö ß e r A i ) z i e h e n d e n S c h w e r p u n k t

s t ä r k e r i n i h r e R i c h t u n g .

K o n t i n u i e r l i c h e F l ä c h e :

D i e S u m m e w i r d z u m I n t e g r a l ü b e r d i e g e s a m t e F l ä c h e :

x S =
1

A

∫
A

x d A

x d A i s t d a s ” m o m e n t a n e F l ä c h e n s t ü c k ” a n d e r S t e l l e x ; d a s I n t e g r a l s u m m i e r t a l l e

d i e s e B e i t r ä g e .

A n s c h a u l i c h :

D i e F o r m e l b e r e c h n e t d a s „ g e w i c h t e t e M i t t e l “ a l l e r F l ä c h e n p u n k t e .

D e r N e n n e r A s o r g t d a f ü r , d a s s d a s E r g e b n i s i m m e r i n n e r h a l b d e r F l ä c h e l i e g t .
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S c h w e r p u n k t z u s a m m e n g e s e t z t e r F l ä c h e n : S c h r i t t - f ü r - S c h r i t t

1 . F l ä c h e i n T e i l f l ä c h e n z e r l e g e n ( A i )

2 . S c h w e r p u n k t e (x i , y i ) j e d e r T e i l f l ä c h e b e s t i m m e n

3 . G e s a m t f l ä c h e A =
∑
A i b e r e c h n e n

4 . S c h w e r p u n k t k o o r d i n a t e n :

x S =

∑
A i x i

A
y S =

∑
A i y i

A

T i p p : N e g a t i v e F l ä c h e n ( z .   B . A u s s p a r u n g e n ) m i t n e g a t i v e m V o r z e i c h e n

b e r ü c k s i c h t i g e n !
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B e i s p i e l : S c h w e r p u n k t e i n e s T - P r o f i l s

G e g e b e n : T - P r o f i l a u s z w e i R e c h t e c k e n

1 . T e i l f l ä c h e n : A 1 , A 2 ; S c h w e r p u n k t e (x 1, y 1), (x 2, y 2)

2 . A = A 1 + A 2

3 . y S = A 1 y 1+A 2 y 2
A

E r g e b n i s : y S g i b t A b s t a n d d e s S c h w e r p u n k t s z u r B e z u g s a c h s e
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F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t : B e d e u t u n g

F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I : M a ß f ü r d i e ” B i e g e s t e i f i g k e i t ” e i n e s Q u e r s c h n i t t s

u m e i n e A c h s e

F o r m e l :

I y =

∫
A

y
2
d A I z =

∫
A

z
2
d A

B e d e u t u n g : J e g r ö ß e r I , d e s t o ” b i e g e s t e i f e r ” d a s B a u t e i l

P r a x i s : W i r d i m B i e g e m o m e n t v e r w e n d e t : σm a x =
M

I
· y m a x
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F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t : R e c h t e c k q u e r s c h n i t t

H ö h e h , B r e i t e b , B e z u g z u r M i t t e l a c h s e :

I x =
b h

3

12

V e r g l e i c h : h g e h t m i t d r i t t e r P o t e n z e i n → H ö h e w i c h t i g e r a l s B r e i t e !

P r a x i s : B a l k e n p r o f i l e i m m e r ” h o c h k a n t ” f ü r m a x i m a l e S t e i f i g k e i t !
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F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t : K r e i s q u e r s c h n i t t

V o l l k r e i s , R a d i u s r :

I =
π

4
r
4

K r e i s r i n g ( R o h r ) :

I =
π

4
(r 4a − r

4
i )

r a : A u ß e n r a d i u s , r i : I n n e n r a d i u s

P r a x i s : R o h r e s e h r e f f i z i e n t , d a v i e l M a t e r i a l i n d e n R a n d b e r e i c h g e l e g t

w e r d e n k a n n !
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S a t z v o n S t e i n e r ( P a r a l l e l a c h s e n - S a t z )

A n w e n d u n g : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t u m e i n e p a r a l l e l e A c h s e , d i e d u r c h

d e n S c h w e r p u n k t v e r s c h o b e n i s t

F o r m e l n :

I ȳ = I y + z̄
2
S A ,

I z̄ = I z + ȳ
2
S A ,

I ȳ z̄ = I y z − ȳ S z̄ S A .

I S : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t u m d i e S c h w e r p u n k t s a c h s e

A : F l ä c h e n i n h a l ,

ȳ S , z̄ S : R e l a t i v v e r s c h o b e n e S c h w e r p u n k t s t e l l e n

ȳ
2
S
A , z̄

2
S
A s i n d s o g . S T E I N E R - A n t e i l e

P r a x i s : Z w i n g e n d n ö t i g b e i z u s a m m e n g e s e t z t e n o d e r e x z e n t r i s c h e n

Q u e r s c h n i t t e n !

T i p p : N i e ” I ” a u s T a b e l l e n o h n e N a c h d e n k e n ü b e r n e h m e n – i m m e r a u f

A c h s e n l a g e a c h t e n !

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 1 8 / 1 2 3



W i d e r s t a n d s m o m e n t W

D e f i n i t i o n :

W =
I

y m a x

y m a x : m a x i m a l e r A b s t a n d v o n d e r N e u t r a l a c h s e z u m R a n d

B e d e u t u n g : M a ß f ü r d i e F ä h i g k e i t d e s Q u e r s c h n i t t s , B i e g e m o m e n t e

a u f z u n e h m e n , b e v o r F l i e ß e n a u f t r i t t

B e r e c h n u n g f ü r R e c h t e c k :

W =
b h

2

6

B e r e c h n u n g f ü r V o l l k r e i s :

W =
π

4

R
4

R
=

π

4
R
3
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S c h r i t t - f ü r - S c h r i t t : I u n d W f ü r b e l i e b i g e n Q u e r s c h n i t t

1 . Q u e r s c h n i t t i n T e i l f l ä c h e n z e r l e g e n , S c h w e r p u n k t j e d e r T e i l f l ä c h e

b e s t i m m e n

2 . I S j e d e r T e i l f l ä c h e u m d e r e n S c h w e r p u n k t b e r e c h n e n ( T a b e l l e n w e r t e )

3 . S t e i n e r - S a t z a n w e n d e n : I = I S + A d
2
( f ü r j e d e T e i l f l ä c h e ,

m i t d = S c h w e r p u n k t d i s t a n z )

4 . G e s a m t - I : S u m m e a l l e r T e i l f l ä c h e n

5 . y m a x b e s t i m m e n ( m e i s t v o n N e u t r a l a c h s e b i s R a n d )

6 . W i d e r s t a n d s m o m e n t : W = I

y m a x

T i p p : B e i A u s s p a r u n g e n / B o h r u n g e n : F l ä c h e n u n d I n e g a t i v z ä h l e n !
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B e i s p i e l a u f g a b e : S c h w e r p u n k t b e s t i m m u n g b e i

z u s a m m e n g e s e t z t e n K ö r p e r n

A u f g a b e :

G e b e n S i e d i e S c h w e r p u n k t k o o r d i n a t e n ( x S u n d y S ) d e r f o l g e n d e n F l ä c h e n a n

G e g e b e n : a , b
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a ) S c h w e r p u n k t e i n e s T r a p e z e s – T e i l f l ä c h e n m e t h o d e

1 . Z e r l e g u n g i n T e i l f l ä c h e n :

R e c h t e c k ( F l ä c h e 1 ) : A 1 = a · b
R e c h t e s D r e i e c k ( F l ä c h e 2 ) : A 2 = a ·b /4

2
= a b

8

L i n k e s D r e i e c k ( F l ä c h e 3 ) : A 3 = a ·b /2
2

= a b

4

2 . S c h w e r p u n k t e d e r T e i l f l ä c h e n ( r e l a t i v z u m K o o r d i n a t e n u r s p r u n g ) :

T e i l f l ä c h e A i x i y i

1 a b
b

2
a

2

2 a b

8
b + b

6
a

3

3 a b

4
b

6
a

3

H i n w e i s : S c h w e r p u n k t e d e r D r e i e c k e j e w e i l s b e i 1/3 d e r B a s i s v o n d e r j e w e i l i g e n
E c k e e n t f e r n t .
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a ) S c h w e r p u n k t e i n e s T r a p e z e s – Z u s a m m e n f a s s u n g u n d E r g e b n i s

3 . G e s a m t s c h w e r p u n k t b e r e c h n e n :

x S =

∑
A i x i∑
A i

y S =

∑
A i y i∑
A i∑

A i = a b +
a b

8
+
a b

4
=

11a b

8

E i n s e t z e n :

x S =
a b

b

2
+ a b

8

(
b + b

6

)
+ a b

4
· b
6

11a b
8

y S =
a b

a

2
+ a b

8
a

3
+ a b

4
a

3
11a b
8

V e r e i n f a c h e n e r g i b t :

x S =
41

44
b , y S =

5

11
a
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b ) S c h w e r p u n k t e i n e s K r e i s r i n g s m i t e x z e n t r i s c h e m L o c h

1 . T e i l f l ä c h e n u n d V o r z e i c h e n :

V o l l e K r e i s f l ä c h e ( 1 ) : A 1 = πa 2
, S c h w e r p u n k t i m U r s p r u n g (0, 0)

K r e i s l o c h ( 2 ) : A 2 = −π
(
a

2

)2
= −πa 2

4
, S c h w e r p u n k t b e i

(
a

2
, 0
)

2 . S c h w e r p u n k t e :

T e i l f l ä c h e A i x i y i

1 πa 2 0 0

2 −πa 2

4
a

2
0
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b ) S c h w e r p u n k t K r e i s r i n g m i t e x z e n t r i s c h e m L o c h – E r g e b n i s

3 . G e s a m t s c h w e r p u n k t b e r e c h n e n :

x S =
A 1x 1 + A 2x 2

A 1 + A 2
=

0 +
(
−πa 2

4

)
a

2

πa 2 − πa 2

4

=
−πa 3

8
3
4
πa 2

= − 1

60
a

y S = 0

D a s L o c h w i r d j e t z t n o c h n a c h o b e n ( y ) v e r s c h o b e n : S c h w e r p u n k t b e i ( a
2
, a
2
).

x S = − 1

60
a , y S =

1

60
a

D i e R e c h n u n g f ü r y S l ä u f t i d e n t i s c h m i t y - K o o r d i n a t e s t a t t x - K o o r d i n a t e .
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B e i s p i e l : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e i n e s D r e i e c k s

A u f g a b e :

B e r e c h n e n S i e f ü r d e n d a r g e s t e l l t e n D r e i e c k s q u e r s c h n i t t d i e

F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e I y u n d I ȳ .

K o n t r o l l i e r e n S i e d e n Z u s a m m e n h a n g d e r F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e I y u n d I ȳ

m i t H i l f e d e s S t e i n e r s c h e n S a t z e s .

G e g e b e n : y = 2a − 2z , ȳ = 6a − 2z̄
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F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e i n e s D r e i e c k s – G r u n d i d e e

Z i e l : B e r e c h n e d a s F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I y e i n e s r e c h t w i n k l i g e n D r e i e c k s

u m d i e y - A c h s e .

D r e i e c k s d a t e n :

H ö h e : a

G r u n d s e i t e : 3a
H y p o t e n u s e a l s G e r a d e : y = 2a − 2z

D a s F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I y m i s s t d i e ” B i e g e s t e i f i g k e i t ” b e z ü g l i c h d e r

y - A c h s e :

I y =

∫∫
A

z
2
d A
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1 . A u f s t e l l e n d e r I n t e g r a t i o n s g r e n z e n

D a s D r e i e c k w i r d m i t z ( h o r i z o n t a l , v o n −a b i s 2a ) u n d y ( v e r t i k a l , v o n −2a b i s
2a − 2z ) b e s c h r i e b e n .

F ü r e i n e n f e s t e n W e r t v o n z i s t y v o n −2a ( B o d e n ) b i s z u r H y p o t e n u s e
y = 2a − 2z ( o b e n ) .

I n t e g r a t i o n s g r e n z e n :

−a ≤ z ≤ 2a , −2a ≤ y ≤ 2a − 2z

D o p p e l i n t e g r a l :

I y =

∫ 2a

z =−a

∫ 2a −2z

y =−2a

z
2
d y d z
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2 . A u s w e r t u n g d e s D o p p e l i n t e g r a l s

I n n e r e s I n t e g r a l ( ü b e r y ) :∫ 2a −2z

y =−2a

z
2
d y = z

2 [y ]y =2a −2z
y =−2a = z

2(2a − 2z + 2a ) = z
2(4a − 2z )

Ä u ß e r e s I n t e g r a l ( ü b e r z ) :

I y =

∫ 2a

z =−a

(4a z 2 − 2z 3) d z

J e t z t d i e S t a m m f u n k t i o n :∫
4a z 2 d z =

4a

3
z
3,

∫
2z 3 d z =

1

2
z
4

Z u s a m m e n :

I y =

[
4a

3
z
3 − 1

2
z
4

]2a

z =−a
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3 . E i n s e t z e n d e r G r e n z e n u n d E r g e b n i s

O b e r e G r e n z e z = 2a :

4a

3
(2a )3 − 1

2
(2a )4 =

4a

3
· 8a 3 − 1

2
· 16a 4 =

32a 4

3
− 8a 4

U n t e r e G r e n z e z = −a :

4a

3
(−a )3 − 1

2
(−a )4 =

4a

3
· (−a 3)− 1

2
a
4 = −4a 4

3
− 1

2
a
4

G e s a m t e s E r g e b n i s :

I y =

(
32a 4

3
− 8a 4

)
−

(
−4a 4

3
− 1

2
a
4

)

=
32a 4

3
− 8a 4 +

4a 4

3
+

1

2
a
4

=

(
32 + 4

3
− 8 +

1

2

)
a
4 =

(
36

3
− 8 +

1

2

)
a
4

= (12− 8 + 0.5)a 4 = 4.5a 4 =
9

2
a
4

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 3 0 / 1 2 3



4 . F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t u m d i e v e r s c h o b e n e A c h s e ( ȳ )

M i t d e m S a t z v o n S t e i n e r v e r s c h i e b e n w i r d i e A c h s e :

I ȳ = I y + A d
2

A = 3a 2
( D r e i e c k s f l ä c h e ) , d i s t d e r A b s t a n d d e s S c h w e r p u n k t s z u r n e u e n

A c h s e ( a u s K o n s t r u k t i o n o d e r N e b e n r e c h n u n g )

I m B e i s p i e l : d = −a , d e r S c h w e r p u n k t l i e g t a l i n k s d e r n e u e n A c h s e .
Z u s a m m e n m i t Z u s a t z t e r m :

I ȳ =
9

2
a
4 + (−a )2

(
1

2
· 6a · 3a

)
=

27

2
a
4
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L ö s u n g k o m p a k t : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e u n d S t e i n e r s a t z –

S c h r i t t f ü r S c h r i t t

M i t d e n G e r a d e n g l e i c h u n g e n f ü r d i e H y p o t e n u s e :

y = 2a − 2z , ȳ = 6a − 2z̄

f o l g t

I y =

∫
A

z
2
d A =

∫ 2a

−a

∫ 2a −2z

−2a

z
2
d y d z =

∫ 2a

−a

z
2[y ]2a −2z

−2a d z

=

∫ 2a

−a

z
2(2a − 2z + 2a )d z =

∫ 2a

−a

z
2(4a − 2z )d z

=

∫ 2a

−a

(4a z 2 − 2z 3)d z

=

[
4a

3
z
3 − 1

2
z
4

]2a

−a

=
9

2
a
4
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L ö s u n g k o m p a k t : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e u n d S t e i n e r s a t z –

S c h r i t t f ü r S c h r i t t

u n d

I ȳ =

∫
A

z̄
2
d A =

∫ 3a

0

∫ 6a −2z̄

0

z̄
2
d ȳ d z̄

=

∫ 3a

0

z̄
2[ȳ ]6a −2z̄

0 d z̄ =

∫ 3a

0

z̄
2(6a − 2z̄ )d z̄

=

∫ 3a

0

(6a z̄ 2 − 2z̄ 3)d z̄

=

[
2a z̄ 3 − 1

2
z̄
4

]3a

0

=
27

2
a
4

A u s d e n S t e i n e r - F o r m e l n f o l g t f ü r I ȳ d i r e k t :

I ȳ =
9

2
a
4 + (−a )2

(
1

2
· 6a · 3a

)
=

27

2
a
4

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 3 3 / 1 2 3



Z u s a m m e n f a s s u n g : I u n d W f ü r z u s a m m e n g e s e t z t e n Q u e r s c h n i t t

B e i s p i e l a u f g a b e : T - P r o f i l a u s z w e i R e c h t e c k e n , M a ß e a n g e b e n

1 . S c h w e r p u n k t b e s t i m m e n ( s i e h e f r ü h e r e F o l i e )

2 . I S f ü r b e i d e R e c h t e c k e u m e i g e n e n S c h w e r p u n k t b e r e c h n e n

3 . A b s t a n d d z u r g e m e i n s a m e n N e u t r a l a c h s e b e s t i m m e n

4 . M i t S t e i n e r - S a t z b e i d e I a u f N e u t r a l a c h s e b e z i e h e n , a d d i e r e n

5 . y m a x : A b s t a n d N e u t r a l a c h s e – R a n d

6 . W = I

y m a x
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T y p i s c h e F e h l e r q u e l l e n & T i p p s

A c h s l a g e p r ü f e n : I m m e r B e z u g a u f d i e r i c h t i g e A c h s e !

B e i z u s a m m e n g e s e t z t e n P r o f i l e n : A l l e T e i l f l ä c h e n r i c h t i g m i t z ä h l e n

( A u s s p a r u n g e n n e g a t i v ! )

B e i T a b e l l e n w e r t e n : P r ü f e n , o b s i e s i c h a u f S c h w e r p u n k t s a c h s e o d e r e i n e

a n d e r e A c h s e b e z i e h e n

y m a x m u s s z u m E x t r e m p u n k t d e s Q u e r s c h n i t t s g e h ö r e n , s o n s t s t i m m t W n i c h t

T i p p : I m m e r a m B e z u g s s y s t e m d e r A u f g a b e o r i e n t i e r e n o d e r i m V o r f e l d

f e s t l e g e n !

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 3 5 / 1 2 3



Z u s a m m e n f a s s u n g – S c h w e r p u n k t , I , W , S t e i n e r - S a t z

S c h w e r p u n k t : M i t t e l w e r t d e r F l ä c h e n l a g e , b e i k o m p l e x e n P r o f i l e n ü b e r

T e i l f l ä c h e n s u m m i e r e n

F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I : M a ß f ü r B i e g e s t e i f i g k e i t , w ä c h s t s t a r k m i t

H ö h e / A b s t a n d

W i d e r s t a n d s m o m e n t W : W i c h t i g e r K e n n w e r t f ü r N a c h w e i s g e g e n

F l i e ß e n / B r u c h

S a t z v o n S t e i n e r : U n e r l ä s s l i c h f ü r z u s a m m e n g e s e t z t e Q u e r s c h n i t t e o d e r

v e r s c h o b e n e A c h s e n

P r ü f u n g s t i p p : S c h r i t t f o l g e a u s w e n d i g – F e h l e r b e i I u n d W k o s t e n o f t v i e l e

P u n k t e !
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S t a t i s c h u n b e s t i m m t e S y s t e m e – E i n f ü h r u n g

D e f i n i t i o n : M e h r u n b e k a n n t e L a g e r r e a k t i o n e n a l s

G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g e n v e r f ü g b a r

L ö s u n g : E r g ä n z e n d e G l e i c h u n g e n n ö t i g – m e i s t a u s V e r f o r m u n g e n

( K o m p a t i b i l i t ä t )

B e i s p i e l e : D u r c h l a u f t r ä g e r , E i n s p a n n u n g p l u s L a g e r , m e h r f a c h g e l a g e r t e

A c h s e n

V o r g e h e n s w e i s e : L a g e r k r ä f t e u n d S c h n i t t g r ö ß e n m i t z u s ä t z l i c h e r G l e i c h u n g

b e r e c h n e n

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 3 7 / 1 2 3



L ö s u n g s w e g s t a t i s c h u n b e s t i m m t e s S y s t e m ( B e i s p i e l )

1 . L a g e r r e a k t i o n ( e n ) a l s U n b e k a n n t e a n s e t z e n

2 . D u r c h G l e i c h g e w i c h t s g l e i c h u n g e n l ö s e n , s o w e i t m ö g l i c h

3 . K o m p a t i b i l i t ä t s b e d i n g u n g : V e r f o r m u n g a n b e s t i m m t e m P u n k t ( z . B .

L a g e r ) m u s s N u l l o d e r v o r g e g e b e n s e i n

4 . Z u s ä t z l i c h e G l e i c h u n g e r h a l t e n .

5 . L ö s u n g a l l e r U n b e k a n n t e n

T i p p : E n e r g i e v e r f a h r e n ( C a s t i g l i a n o ) o f t s e h r e f f i z i e n t !
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K o m b i n i e r t e B e a n s p r u c h u n g

O f t i n d e r P r a x i s : Ü b e r l a g e r u n g v o n Z u g / D r u c k , B i e g u n g u n d T o r s i o n

N o r m a l s p a n n u n g :

σg e s = σZ u g + σB i e g u n g =
F

A
± M y

I

S c h u b s p a n n u n g : A u s T o r s i o n ( τT ) u n d g g f . Q u e r k r a f t ( τQ )

V e r g l e i c h s s p a n n u n g ( v o n M i s e s ) :

σv =
√

σ2
g e s + 3τ2

g e s

F ü r F e s t i g k e i t s n a c h w e i s e w i c h t i g !

P r a x i s : K o m b i n a t i o n z . B . W e l l e m i t Z u g - u n d T o r s i o n s b e a n s p r u c h u n g
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B e i s p i e l : Z u g + B i e g u n g + T o r s i o n

G e g e b e n : R u n d s t a b , F = 10 k N , M = 1 k N m , M T = 500 N m , d = 30 m m

B e r e c h n u n g :

σZ u g = F

A

σB i e g = M r

I

τT =
M T r

J

A = π
4
d
2
, I = π

64
d
4
, J = π

32
d
4

V e r g l e i c h s s p a n n u n g :

σv =
√

(σZ u g + σB i e g )2 + 3τ2
T
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B a l k e n t h e o r i e : G e r a d e B i e g u n g

B i e g u n g : B e l a s t u n g q u e r z u r B a l k e n a c h s e f ü h r t z u D u r c h b i e g u n g

B e r n o u l l i - H y p o t h e s e : Q u e r s c h n i t t e b l e i b e n e b e n u n d s e n k r e c h t

B i e g e m o m e n t : M (x ) = E I · κ(x ), m i t K r ü m m u n g κ(x )

F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t : I =
∫
y
2
d A ( Q u e r s c h n i t t )

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 4 1 / 1 2 3



D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g d e r B i e g e l i n i e – H e r l e i t u n g

Z i e l : B e s t i m m u n g d e r D u r c h b i e g u n g w (x ) e i n e s B a l k e n s

G r u n d l a g e : M (x ) = −E I d
2
w

d x 2

G l e i c h g e w i c h t s b e d i n g u n g : M
′′(x ) = −q (x ), q (x ): L i n i e n l a s t

G e s a m t e D G L :

E I
d
4
w

d x 4
= q (x )

R a n d b e d i n g u n g e n n o t w e n d i g ( L a g e r u n g ! )
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B i e g e l i n i e – T y p i s c h e R a n d b e d i n g u n g e n

B e i s p i e l f ä l l e :

E i n s p a n n u n g : w (0) = 0, w ′(0) = 0

L o s l a g e r : w (0) = 0, M (0) = 0

F r e i e s E n d e : M (L ) = 0, Q (L ) = 0

R a n d b e d i n g u n g e n b e s t i m m e n d i e I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e n

P r i n z i p : F ü r j e d e n L a s t f a l l u n d j e d e L a g e r u n g n e u a u f s t e l l e n !
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D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g d e r B i e g e l i n i e – E i n l e i t u n g

Z i e l : B e s c h r e i b u n g d e r D u r c h b i e g u n g w (x ) e i n e s B a l k e n s u n t e r B e l a s t u n g

D i e L ö s u n g d e r D G L d e r B i e g e l i n i e i s t a l s o e i n e F u n k t i o n s g l e i c h u n g !

G r u n d l a g e f ü r d i e D i m e n s i o n i e r u n g v i e l e r M a s c h i n e n b a u t e i l e ( z .   B . W e l l e n ,

T r ä g e r , A c h s e n )

B a l k e n a n n a h m e n :

S c h l a n k e r , g e r a d e r B a l k e n , n u r k l e i n e V e r f o r m u n g e n

L i n e a r - e l a s t i s c h e s M a t e r i a l v e r h a l t e n ( H o o k e ’ s c h e s G e s e t z )

W i c h t i g : F ü r f a s t j e d e r e a l e A u f g a b e b r a u c h t m a n d i e D G L d e r B i e g e l i n i e !
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H e r l e i t u n g d e r B i e g e l i n i e n - D G L

A u s g a n g s p u n k t : M o m e n t e n - K r ü m m u n g - B e z i e h u n g

M (x ) = −E I d
2
w

d x 2

Q u e r k r a f t - M o m e n t - B e z i e h u n g :

Q (x ) =
d M (x )

d x

B e l a s t u n g - Q u e r k r a f t - B e z i e h u n g :

q (x ) = − d Q (x )
d x

K o m b i n i e r t e r g i b t s i c h d i e D G L 4 . O r d n u n g :

E I
d
4
w

d x 4
= q (x )

E : E l a s t i z i t ä t s m o d u l , I : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t , q (x ): ä u ß e r e L i n i e n l a s t
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R a n d b e d i n g u n g e n – T y p i s c h e L a g e r f ä l l e

Z u r e i n d e u t i g e n L ö s u n g w e r d e n 4 R a n d b e d i n g u n g e n b e n ö t i g t ( 4 . O r d n u n g )

T y p i s c h e L a g e r :

G e l e n k i g e s L a g e r : w (0) = 0, M = 0
P a r a l l e l f ü h r u n g : w ′(0) = 0, Q = 0
F r e i e s E n d e : M = 0, Q = 0
E i n s p a n n u n g : w (0) = w

′(0) = 0

T a b e l l e n ü b e r s i c h t t y p i s c h e r R a n d b e d i n g u n g e n :
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A l l g e m e i n e s V o r g e h e n z u r L ö s u n g

1 . A u f s t e l l e n d e r D G L : E I w
(4)(x ) = q (x )

2 . M e h r f a c h e s I n t e g r i e r e n : B i s w (x ) e r h a l t e n

3 . B e s t i m m e n d e r I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e n m i t d e n R a n d b e d i n g u n g e n

4 . E r g e b n i s i n t e r p r e t i e r e n : M a x . D u r c h b i e g u n g , B i e g e m o m e n t ,

S c h n i t t g r ö ß e n

A l t e r n a t i v e : N u t z u n g v o n L ö s u n g s t a b e l l e n f ü r S t a n d a r d f ä l l e ( Z e i t e r s p a r n i s ! )
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B e i s p i e l 1 : E i n f a c h g e s t ü t z t e r B a l k e n m i t E i n z e l l a s t F i n B a l k e n m i t t e

S k i z z e : L a s t f a l l 1 ( B a l k e n , L , E i n z e l l a s t F i n d e r M i t t e )

D G L : E I w
(4)(x ) = 0 a u ß e r h a l b d e r L a s t ( f ü r x 6= L /2)

R a n d b e d i n g u n g e n :

w (0) = 0 ( L a g e r l i n k s )

w (L ) = 0 ( L a g e r r e c h t s )

M (0) = 0 ( L a g e r l i n k s )

M (L ) = 0 ( L a g e r r e c h t s )

L ö s u n g d u r c h I n t e g r a t i o n u n d A n w e n d u n g d e r B e d i n g u n g e n

M a x i m a l e D u r c h b i e g u n g :

w m a x =
F L

3

48E I

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 4 8 / 1 2 3



B e i s p i e l 2 : K r a g a r m m i t E i n z e l k r a f t F a m f r e i e n E n d e

S k i z z e : L a s t f a l l 2 ( K r a g a r m , L , E i n z e l l a s t F a m f r e i e n E n d e d e s B a l k e n s )

D G L : E I w
(4)(x ) = 0 f ü r 0 < x < L

R a n d b e d i n g u n g e n :

w (0) = 0, w ′(0) = 0 ( E i n s p a n n u n g )
M (L ) = 0, Q (L ) = 0 ( f r e i e s E n d e )

D u r c h b i e g u n g a m f r e i e n E n d e :

w m a x =
F L

3

3E I
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V o l l s t ä n d i g e L ö s u n g : K r a g a r m m i t E i n z e l k r a f t F a m f r e i e n E n d e

D G L : E I w
(4)(x ) = 0 f ü r 0 < x < L

I n t e g r a t i o n s s c h r i t t e :

w
′′′(x ) = C 1

w
′′(x ) = C 1x + C 2

w
′(x ) = C 1

2
x
2 + C 2x + C 3

w (x ) = C 1
6
x
3 + C 2

2
x
2 + C 3x + C 4

R a n d b e d i n g u n g e n :

w (0) = 0, w ′(0) = 0 ( E i n s p a n n u n g )
M (L ) = −E I w ′′(L ) = 0 ( f r e i e s E n d e )
Q (L ) = −E I w ′′′(L ) = F ( f r e i e s E n d e )

K o n s t a n t e n e i n s e t z e n , G l e i c h u n g e n l ö s e n →

w (x ) =
F

6E I
(3L x 2 − x

3)

D u r c h b i e g u n g a m f r e i e n E n d e :

w m a x = w (L ) =
F L

3

3E I

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 5 0 / 1 2 3



B e i s p i e l 3 : G l e i c h m ä ß i g v e r t e i l t e L a s t q a u f e i n f a c h g e s t ü t z t e m

B a l k e n

S k i z z e : L a s t f a l l 3 ( B a l k e n , L ä n g e L , q = q 0 k o n s t a n t )

D G L : E I w
(4)(x ) = q

R a n d b e d i n g u n g e n : w i e b e i B e i s p i e l 1

M a x i m a l e D u r c h b i e g u n g :

w m a x =
5q L 4

384E I

W i c h t i g : D i e s e F o r m e l s t e h t i n j e d e r F o r m e l s a m m l u n g , a b e r H e r l e i t u n g z u

k e n n e n i s t n i c h t v e r k e h r t !
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L ö s u n g s w e g : E i n f a c h g e s t ü t z t e r B a l k e n m i t G l e i c h l a s t q

D G L : E I w
(4)(x ) = q

A l l g e m e i n e L ö s u n g :

w (x ) =
q

24E I
x
4 + A x

3 + B x
2 + C x + D

R a n d b e d i n g u n g e n :

w (0) = 0, w (L ) = 0 ( L a g e r )
M (0) = −E I w ′′(0) = 0
M (L ) = −E I w ′′(L ) = 0

K o n s t a n t e n b e s t i m m e n u n d E r g e b n i s :

w m a x =
5q L 4

384E I

S i e h e F o r m e l s a m m l u n g e n f ü r w e i t e r e L a s t f ä l l e !
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L ö s u n g m i t d e m S u p e r p o s i t i o n s p r i n z i p

F ü r k o m p l e x e B e l a s t u n g e n : A u f t e i l u n g i n E i n z e l l a s t e n o d e r S t a n d a r d f ä l l e

S u p e r p o s i t i o n : G e s a m t d u r c h b i e g u n g = S u m m e d e r E i n z e l d u r c h b i e g u n g e n

V o r a u s s e t z u n g : L i n e a r e s S y s t e m ( g i l t i n d e r E l a s t o s t a t i k )

T i p p : I m m e r d i e L a g e r - u n d R a n d b e d i n g u n g e n f ü r d i e S u m m e ü b e r p r ü f e n !

B e i s p i e l : K o m b i n a t i o n a u s E i n z e l l a s t u n d G l e i c h l a s t – b e i d e F ä l l e s e p a r a t

b e r e c h n e n , d a n n a d d i e r e n
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S u p e r p o s i t i o n b e i s t a t i s c h u n b e s t i m m t e n B a l k e n s y s t e m e n

B e i s t a t i s c h u n b e s t i m m t e n S y s t e m e n k a n n e i n ” 0 ” - S y s t e m ( G r u n d s y s t e m )

g e w ä h l t w e r d e n .

B e i s p i e l : E i n e i n s e i t i g e i n g e s p a n n t e r B a l k e n ( A f e s t ) , d e r a u f e i n e r S e i t e g e l ö s t

w i r d , i n d e m d i e E i n s p a n n u n g d u r c h e i n e g e l e n k i g e L a g e r u n g e r s e t z t w i r d .

D a s r e a l e S y s t e m e r h ä l t m a n d u r c h Ü b e r l a g e r u n g d e s G r u n d s y s t e m s m i t

e i n e m ” 1 ” - S y s t e m , i n d e m d i e g e l ö s t e B i n d u n g d u r c h e i n M o m e n t X e r s e t z t

w i r d .
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B e i s p i e l : B a l k e n m i t e l a s t i s c h e m P e n d e l s t a b

D a s r e c h t e E n d e d e s B a l k e n s w i r d n u n d u r c h e i n e n e l a s t i s c h e n P e n d e l s t a b

( D e h n s t e i f i g k e i t E A , L ä n g e a ) g e h a l t e n

G l e i c h e V o r g e h e n s w e i s e w i e z u v o r : ” 0 ” - S y s t e m u n d ” 1 ” - S y s t e m .

D e r S t a b i s t u n b e l a s t e t u n d e r f ä h r t e i n e L ä n g e n ä n d e r u n g ∆a (0) = 0 i m
G r u n d s y s t e m , a b e r i m ” 1 ” - S y s t e m e i n e K r a f t X = S .
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K o m p a t i b i l i t ä t v o n B a l k e n u n d S t a b

I m G e s a m t s y s t e m m ü s s e n d i e V e r s c h i e b u n g e n v o n B a l k e n u n d S t a b a m

P u n k t B ü b e r e i n s t i m m e n ( K o m p a t i b i l i t ä t ) :

w B = ∆a

I m S u p e r p o s i t i o n s a n s a t z :

w
(0)
B

+ w
(1)
B

= ∆a (1)

D e r S t a b e r f ä h r t e i n e V e r k ü r z u n g :

∆a (1) =
X a

E A

K o m p a t i b i l i t ä t s g l e i c h u n g :

w
(0)
B

+ w
(1)
B

=
X a

E A
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B e s t i m m u n g d e r S t a b k r a f t X u n d v o l l s t ä n d i g e L ö s u n g

M i t d e n b e k a n n t e n W e r t e n :

w
(0)
B

=
q 0`

4

8E I
, w

(1)
B

= − X `
3

3E I

E i n s e t z e n i n d i e K o m p a t i b i l i t ä t s g l e i c h u n g :

q 0`
4

8E I
− X `3

3E I
=
X a

E A

U m s t e l l e n n a c h X :

q 0`
4

8E I
= X

(
`3

3E I
+

a

E A

)
X =

q 0`
4

8E I
· 1

`3

3E I
+ a

E A

E n d f o r m :

X = S =
3q 0`

8
· 1

1 + 3E I a
E A `3
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L ö s u n g f ü r d i e G e s a m t b i e g e l i n i e

D i e G e s a m t b i e g e l i n i e i s t d i e S u m m e d e r T e i l l ö s u n g e n :

w (x ) = w
(0)(x ) + w

(1)(x )

w
(0)(x ): B i e g e l i n i e d e s B a l k e n s i m G r u n d s y s t e m u n t e r S t r e c k e n l a s t , z . B . :

w
(0)(x ) = ( s i e h e F o r m e l s a m m l u n g , z . B . f ü r g e l e n k i g g e l a g e r t e n B a l k e n )

w
(1)(x ): B i e g e l i n i e i n f o l g e d e s e i n g e l e i t e t e n M o m e n t e s o d e r d e r S t a b k r a f t X ,

e b e n f a l l s a u s T a b e l l e / F o r m e l s a m m l u n g o d e r d u r c h L ö s u n g d e r B a l k e n - D G L .

T i p p : B e i s t a t i s c h u n b e s t i m m t e n S y s t e m e n i m m e r S u p e r p o s i t i o n +

K o m p a t i b i l i t ä t v e r w e n d e n !
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T y p i s c h e F e h l e r q u e l l e n u n d T i p p s

F a l s c h e o d e r u n v o l l s t ä n d i g e R a n d b e d i n g u n g e n

V e r w e c h s e l n v o n V o r z e i c h e n ( i n s b e s o n d e r e b e i M o m e n t e n )

V e r g e s s e n v o n E i n h e i t e n o d e r F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I

N i c h t b e a c h t u n g v o n S y m m e t r i e n ( s p a r t o f t v i e l R e c h e n a u f w a n d ! )

T i p p : Z u r N o t S k i z z e n a n f e r t i g e n , K r ä f t e / M o m e n t e e i n t r a g e n , R e c h e n s c h r i t t e

s a u b e r d o k u m e n t i e r e n !
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H i n w e i s : T a b e l l e n s a m m l u n g e n u n d S o f t w a r e

I n P r a x i s u n d K l a u s u r o f t T a b e l l e n f ü r S t a n d a r d b a l k e n f o r m e n u n d

- b e l a s t u n g e n z u g e l a s s e n

T y p i s c h e Q u e l l e n : F o r m e l s a m m l u n g H ü t t e , D u b b e l , S p r i n g e r - T a s c h e n b u c h ,

I n t e r n e t ( z .   B . w w w . f e r n s t u d i u m w b . d e )

S o f t w a r e : F T O O L , R S T A B , A N S Y S , M a t l a b S y m b o l i c T o o l b o x

W i c h t i g : T a b e l l e n v e r s t e h e n , n i c h t n u r a b l e s e n !

T i p p : N a c h v o l l z i e h e n , w i e T a b e l l e n f o r m e l n a u s G r u n d - D G L a b g e l e i t e t

w e r d e n !
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T y p i s c h e P r ü f u n g s a u f g a b e n z u r B i e g e l i n i e

S t a n d a r d a u f g a b e n :

K r a g a r m o d e r B a l k e n m i t E i n z e l k r a f t / G l e i c h l a s t

B e s t i m m e n v o n m a x i m a l e r D u r c h b i e g u n g , L a g e r r e a k t i o n e n , M o m e n t e n v e r l a u f

A n g a b e d e r R a n d b e d i n g u n g e n u n d v o l l s t ä n d i g e r L ö s u n g s w e g !

H ä u f i g e V a r i a t i o n e n :

K o m b i n a t i o n v o n E i n z e l l a s t u n d G l e i c h l a s t

Q u e r s c h n i t t s w e c h s e l , e l a s t i s c h e L a g e r u n g , P u n k t m o m e n t e

M e h r f a c h e S t ü t z u n g ( z .   B . D u r c h l a u f t r ä g e r )

T i p p : A u f v o l l s t ä n d i g e S k i z z e , E i n h e i t e n u n d R e c h e n s c h r i t t e a c h t e n !
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S e l b s t ü b u n g : B e i s p i e l a u f g a b e

A u f g a b e : E i n B a l k e n d e r L ä n g e L = 2 m , E = 210 G P a , I = 4 · 10−6
m

4
i s t

e i n s e i t i g e i n g e s p a n n t . A m f r e i e n E n d e w i r k t e i n e K r a f t F = 5 k N . B e s t i m m e n
S i e d i e m a x i m a l e D u r c h b i e g u n g .

L ö s u n g :

A n s a t z : w (x ) = F

6E I
(3L x 2 − x

3)

w m a x = w (L ) = F L
3

3E I

W e r t e e i n s e t z e n : w m a x =
5 000·(2)3

3·210·109·4·10−6 ≈ 0,02 m = 2 c m

T i p p : I m m e r P l a u s i b i l i t ä t s c h e c k ( G r ö ß e n o r d n u n g ! ) m a c h e n
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B e i s p i e l : G e l e n k i g g e l a g e r t e r B a l k e n m i t E n d m o m e n t

A u f g a b e :

E i n b e i d s e i t i g g e l e n k i g g e l a g e r t e r B a l k e n ( L ä n g e `, B i e g e s t e i f i g k e i t E I ) w i r d
a m r e c h t e n E n d e m i t e i n e m M o m e n t M 0 b e l a s t e t .

W i e g r o ß i s t d i e m a x i m a l e D u r c h b i e g u n g w m a x u n d a n w e l c h e r S t e l l e t r i t t s i e

a u f ?
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L a g e r r e a k t i o n e n u n d M o m e n t e n v e r l a u f

D e r B a l k e n i s t s t a t i s c h b e s t i m m t , d a h e r f o l g t a u s G l e i c h g e w i c h t :

A = −B =
M 0

`

D e r M o m e n t e n v e r l a u f i n A b h ä n g i g k e i t v o n x ( A b s t a n d v o m L a g e r A ) :

M (x ) = x · A = M 0
x

`
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A u f s t e l l e n d e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g d e r B i e g e l i n i e

G r u n d g l e i c h u n g : E I w
′′(x ) = −M (x )

E i n s e t z e n :

E I w
′′(x ) = −M 0

x

`

S c h r i t t w e i s e I n t e g r a t i o n :

E I w
′(x ) = − M 0

2`
x
2 + C 1

E I w (x ) = − M 0

6`
x
3 + C 1x + C 2
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B e s t i m m u n g d e r I n t e g r a t i o n s k o n s t a n t e n

R a n d b e d i n g u n g e n :

w (0) = 0 =⇒ C 2 = 0

w (l ) = 0 =⇒ − M 0

6`
`3 + C 1` = 0

L ö s u n g f ü r C 1 :

− M 0

6
`2 + C 1` = 0 =⇒ C 1 =

M 0

6
`

E n d f o r m d e r B i e g e l i n i e :

w (x ) =
1

E I

[
− M 0

6`
x
3 +

M 0

6
`x

]
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B i e g e l i n i e u n d E x t r e m s t e l l e

V e r e i n f a c h t e B i e g e l i n i e :

w (x ) =
M 0`

2

6E I

[
−
(
x

`

)3

+
x

`

]
D i e m a x i m a l e D u r c h b i e g u n g t r i t t a u f , w o d i e N e i g u n g w

′(x ∗) = 0:

w
′(x ) =

M 0

E I

[
− x

2

2`
+

`

6

]

− M 0

2l
(x ∗)2 +

M 0

6
` = 0 =⇒ x

∗ =
`√
3
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M a x i m a l e D u r c h b i e g u n g – E r g e b n i s

E i n s e t z e n d e r E x t r e m s t e l l e :

w m a x = w

(
`√
3

)
=
M 0`

2

6E I

[
−
(

1√
3

)3

+
1√
3

]

=
M 0`

2

6E I

[
− 1

3
√
3
+

1√
3

]
=
M 0`

2

6E I

(
2

3
√
3

)
=

√
3M 0`

2

27E I

F a z i t :

w m a x =

√
3M 0`

2

27E I

a n d e r S t e l l e x
∗ = √̀

3
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K o m p a t i b i l i t ä t s b e d i n g u n g e n – B e d e u t u n g

K o m p a t i b i l i t ä t : A l l e V e r f o r m u n g e n i m S y s t e m m ü s s e n „ z u s a m m e n p a s s e n “ –

k e i n e L ü c k e n o d e r Ü b e r s c h n e i d u n g e n

T y p i s c h e F ä l l e :

F e s t e E i n s p a n n u n g u n d L a g e r : E n d v e r f o r m u n g m u s s N u l l s e i n

T e m p e r a t u r d e h n u n g : L ä n g e n z u n a h m e d u r c h E r w ä r m u n g „ b l o c k i e r t “ → i n n e r e

K r a f t

Z u s ä t z l i c h e G l e i c h u n g f ü r s t a t i s c h u n b e s t i m m t e S y s t e m e
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B e i s p i e l : T h e r m i s c h e D e h n u n g m i t E i n s p a n n u n g

G e g e b e n : S t a b d e r L ä n g e L , Q u e r s c h n i t t A , E , t e m p e r a t u r b e d i n g t e

L ä n g e n z u n a h m e ∆L t h = αL ∆T

F e s t e i n g e s p a n n t : G e s a m t d e h n u n g = 0 , d a h e r i n n e r e D r u c k k r a f t F t h

G l e i c h u n g :

0 =
F t h

E A
+ α∆T

F t h = −E A α∆T

P r a x i s : Z w a n g s b e d i n g u n g e n f ü h r e n z u z u s ä t z l i c h e n i n n e r e n K r ä f t e n –

w e r d e n h ä u f i g i n P r ü f u n g e n a b g e f r a g t !
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A l t k l a u s u r - A u f g a b e 1 – L K W - D a c h a l s s c h r ä g e r B a l k e n

A u s g a n g s b e d i n g u n g e n :

D a c h e i n e r L K W - L a d e r a m p e m i t a n g e g e b e n e m P r o f i l u n t e r L a s t

m o d e l l h a f t a l s B a l k e n ( E D , I D , αD ) , f e s t e i n g e s p a n n t i n A , u n t e r s t ü t z t d u r c h
S t a b ( A S , E S , αS ) i n B

B a l k e n u n t e r N e i g u n g s w i n k e l β = 45◦ i n d e r W a n d e i n g e s p a n n t

S t r e c k e n l a s t q , A n t e i l e i n B a l k e n l ä n g s r i c h t u n g k ö n n e n v e r n a c h l ä s s i g t w e r d e n

G e s u c h t :

a ) F l ä c h e n s c h w e r p u n k t d e s P r o f i l s

b ) F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t e I y , I z , I y z ( S c h w e r p u n k t k o o r d i n a t e n s y s t e m )

c ) Z e r l e g u n g d e r S t r e c k e n l a s t q i n Q u e r r i c h t u n g u n d L ä n g s r i c h t u n g

d ) G e o m e t r i s c h e V e r t r ä g l i c h k e i t s b e d i n g u n g f ü r L ä n g e n ä n d e r u n g d e r S t a b s t ü t z e

u n d A b s e n k u n g v o n B

e ) A b s e n k u n g u n d L ä n g e n ä n d e r u n g i n A b h ä n g i g k e i t d e r S t a b k r a f t S

( S u p e r p o s i t i o n s p r i n z i p )

f ) B e r e c h n u n g d e r S t a b k r a f t S
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A l t k l a u s u r - A u f g a b e 1 – L K W - D a c h a l s s c h r ä g e r B a l k e n

G e g e b e n :

q 0 , `, a , β = 45◦

E D , αD = 0

A S , E S , αS u n d ∆T
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1 a ) F l ä c h e n s c h w e r p u n k t d e s T - P r o f i l s

Z e r l e g u n g i n T e i l f l ä c h e n :

F l ä c h e 1 ( S t e g ) : B r e i t e a , H ö h e 6a − 2a = 4a , F l ä c h e 4a 2

F l ä c h e 2 ( G u r t ) : B r e i t e 8a , H ö h e 2a , F l ä c h e 16a 2

L a g e d e r S c h w e r p u n k t e :

B e z u g : O b e r k a n t e d e s P r o f i l s a l s z = 0

S c h w e r p u n k t S t e g : z s 1 = 2a + 2a = 4a

S c h w e r p u n k t G u r t : z s 2 = 2a
2

= a
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1 a ) S c h w e r p u n k t l a g e b e r e c h n e n ( a l l g e m e i n e F o r m e l n )

S c h w e r p u n k t k o o r d i n a t e z S ( v o n U n t e r k a n t e ) :

z S =
A 1z s 1 + A 2z s 2

A 1 + A 2
=

4a 2 · 4a + 16a 2 · a
4a 2 + 16a 2

=
16a 3 + 16a 3

20a 2
=

32a 3

20a 2
=

8

5
a

S c h w e r p u n k t i n y - R i c h t u n g :

y S = 0

( w e g e n S y m m e t r i e )

E r g e b n i s :

S

(
0,

8

5
a

)
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1 b ) F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I y ∗ ( S a t z v o n S t e i n e r )

F ü r R e c h t e c k u m e i g e n e A c h s e :

I y ,R e c h t e c k =
b h

3

12

S t e i n e r s c h e r A n t e i l :

I y ∗ =
∑(

I y ,i + A i (z S − z i )
2
)

B e r e c h n u n g f ü r b e i d e T e i l f l ä c h e n :

S t e g : I y ,1 = a ·(4a )3
12

= a ·64a 3
12

= 16
3
a
4

G u r t : I y ,2 = 8a ·(2a )3
12

= 8a ·8a 3
12

= 16
3
a
4
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1 b ) I y ∗ : E i n s e t z e n d e r S t e i n e r - A n t e i l e

S t e i n e r s c h e A b s t ä n d e :

(z S − z 1) =
8

5
a − 4a = −12

5
a

(z S − z 2) =
8

5
a − a = −3

5
a

Z u s a m m e n g e s e t z t e s F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t :

I y ∗ =
16

3
a
4︸ ︷︷ ︸

S t e g

+4a 2 ·
(
−12

5
a

)2

+
16

3
a
4︸ ︷︷ ︸

G u r t

+16a 2 ·
(
−3

5
a

)2

=
32

3
a
4 + 4a 2 · 144

25
a
2 + 16a 2 · 9

25
a
2

=
32

3
a
4 +

576

25
a
4 +

144

25
a
4

=
32

3
a
4 +

720

25
a
4 =

32

3
a
4 +

144

5
a
4

E n d e r g e b n i s ( a m b e s t e n s o l a s s e n ) :

I y ∗ =
592

15
a
4
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1 b ) F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t I z d e s T - P r o f i l s ( H a u p t a c h s e d u r c h

S c h w e r p u n k t )

F ü r R e c h t e c k e u m d i e z - A c h s e :

I z ,R e c h t e c k =
h b

3

12

B e r e c h n u n g f ü r b e i d e T e i l f l ä c h e n :

I z 1 =
1

12
· 2a · (8a )3 =

256

3
a
4

I z 2 =
1

12
· 4a · a 3 =

a
4

3

I z = I z 1 + I z 2 =
256

3
a
4 +

a
4

3
=

257

3
a
4

E r g e b n i s :

I z =
257

3
a
4
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1 c ) Z e r l e g u n g d e r S t r e c k e n l a s t q

G e g e b e n :

S t r e c k e n l a s t q w i r k t s e n k r e c h t z u r s c h i e f e n D a c h f l ä c h e

D a c h i s t u m β = 45◦ g e n e i g t

Z e r l e g u n g :

Q u e r z u r B a l k e n a c h s e ( s e n k r e c h t ) :

q ⊥ = q z = q · s i n β

E n t l a n g d e r B a l k e n a c h s e ( l ä n g s ) :

q ‖ = q x = q · c o s β

F ü r β = 45◦ g i l t : s i n 45◦ = c o s 45◦ = 1√
2

E r g e b n i s s e :

q ⊥ = q ‖ =
q√
2

I n d e r A u f g a b e n s t e l l u n g h e i ß t e s : ” A n t e i l e i n B a l k e n l ä n g s r i c h t u n g k ö n n e n

v e r n a c h l ä s s i g t w e r d e n ” ⇒ n u r q ⊥ r e l e v a n t !
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1 c ) u n d 1 d ) S t a b k r a f t - Z e r l e g u n g & K r ä f t e s k i z z e

Z e r l e g u n g d e r S t a b k r a f t :

S t a b k r a f t S w i r k t e n t l a n g d e r S t a b a c h s e u n d k a n n i n v e r t i k a l e u n d h o r i z o n t a l e

K o m p o n e n t e n z e r l e g t w e r d e n ( a b h ä n g i g v o m S t a b w i n k e l ) .

R e l e v a n t i s t ( m e i s t ) d i e K o m p o n e n t e s e n k r e c h t z u r B a l k e n a c h s e .

K r ä f t e s k i z z e :
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1 d ) G e o m e t r i s c h e V e r t r ä g l i c h k e i t s b e d i n g u n g

B e d i n g u n g :

A b s e n k u n g w G e s a n d e r S t e l l e 2 L i s t g l e i c h S u p e r p o s i t i o n a u s d e n B i e g e l i n i e n

v o n I u n d I I .

V e r t r ä g l i c h k e i t s b e d i n g u n g :

w G e s (2`) = w I (2`) + w I I (2`) = w

D a b e i i s t :

∆`S =
S `

A S E S
+ αS ∆T · `

S : S t a b k r a f t , A S : Q u e r s c h n i t t s f l ä c h e , E S : E l a s t i z i t ä t s m o d u l ,

αS : T e m p e r a t u r d e h n k o e f f i z i e n t S t a b , ∆T : T e m p e r a t u r ä n d e r u n g
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1 e ) D u r c h b i e g u n g a n B b e i x = 2` – S u p e r p o s i t i o n , W e r t e a u s
A u f g a b e

D a c h m o d e l l :

K r a g t r ä g e r l ä n g e : `g e s a m t =
5
2
`

S t ü t z e b e i x = 2`

S t r e c k e n l a s t q 0 c o s β ( n u r K o m p o n e n t e s e n k r e c h t z u m D a c h w i r k s a m )

S u p e r p o s i t i o n s p r i n z i p :

( I ) K r a g t r ä g e r u n t e r S t r e c k e n l a s t q 0 c o s β

( I I ) K r a g t r ä g e r u n t e r G e g e n k r a f t S c o s β b e i x = 2L ( S t a b k r a f t )

B i e g e l i n i e n - T a f e l :

D u r c h b i e g u n g a n b e l i e b i g e m P u n k t x :

w
(q )(x ) =

q 0 c o s β

24E I
x
2 [6`2G e s − 4`G e s x + x

2]
( h i e r : `G e s =

5`
2
, x = 2`)

F ü r E i n z e l k r a f t S c o s β b e i x = 2`:

w
(S )(2`) = − S c o s β

6E I
(`G e s − 2`)2(2`)
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1 e ) E i n s e t z e n d e r W e r t e u n d E n d f o r m e l

E i n s e t z e n i n d i e B i e g e l i n i e f ü r x = 2`, l G e s =
5`
2
:

w
(q )(2`) =

q 0 c o s β

24E I
(2`)2

[
6

(
5`

2

)2

− 4

(
5`

2

)
· 2`+ (2`)2

]

=
q 0 c o s β

24E I
· 4`2

[
6 · 25

4
`2 − 20`2 + 4`2

]
=
q 0 c o s β

24E I
· 4`2

[
150

4
`2 − 20`2 + 4`2

]
=
q 0 c o s β

24E I
· 4`2

[
75

2
`2 − 20`2 + 4`2

]
=
q 0 c o s β

24E I
· 4`2 · 43

2
`2

=
q 0 c o s β

24E I
· 86`4
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D u r c h b i e g u n g a m P u n k t B m i t t e l s B i e g e l i n i e n t a f e l

B i e g e l i n i e n t a f e l f o r m e l f ü r K r a g t r ä g e r m i t E i n z e l k r a f t F a n S t e l l e a :

w (a ) =
F a

3

3E I

S e t z e e i n : F = −S c o s β , a = 2`

w
(S )
B

=
−S c o s β · (2`)3

3E I
= − S c o s β · 8`3

3E I

w
(S )
B

= − S c o s β
3E I

· 8`3

→ w B =
q 0 c o s β

24E I
· 86`4 − S c o s β

3E I
· 8`3

I n t e r p r e t a t i o n :

D i e s e F o r m e l g i l t , w e n n w i r d i e D u r c h b i e g u n g a n d e r S t e l l e a e i n e s K r a g t r ä g e r s

d e r L ä n g e ` b e s t i m m e n u n d d i e K r a f t F a n d e r S t e l l e a a n g r e i f t .
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1 f ) L ö s u n g d e r S t a b k r a f t S ( S u p e r p o s i t i o n , T e m p e r a t u r )

V e r t r ä g l i c h k e i t s b e d i n g u n g :

w c o s β = ∆`

E i n s e t z e n d e r A u s d r ü c k e :

q 0 c o s
2β · 86 `4

24E I
− S c o s

2β · 8 `3

3E I
=

S `

E S A S
− αS ∆T `

U m s t e l l e n n a c h S :

S =
q 0 c o s

2β·43`3
12E I

+ αS ∆T
8`2 c o s 2β

3E I
+ 1

E S A S

L e g e n d e :

q 0 : S t r e c k e n l a s t , `: B e z u g s s t r e c k e ( D a c h ) , E , I : B i e g e s t e i f i g k e i t D a c h

β : D a c h n e i g u n g , S : S t a b k r a f t , E S : E l a s t i z i t ä t s m o d u l S t a b

A S : Q u e r s c h n i t t S t a b , αS : W ä r m e d e h n k o e f f i z i e n t S t a b , ∆T :
T e m p e r a t u r ä n d e r u n g
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B i e g e l i n i e n - D G L – W a s m u s s i c h i n d e r K l a u s u r k ö n n e n ?

H e r l e i t u n g d e r D G L u n d B e d e u t u n g j e d e r A b l e i t u n g v e r s t e h e n

R a n d b e d i n g u n g e n k o r r e k t z u o r d n e n u n d a n w e n d e n

M i n d e s t e n s z w e i S t a n d a r d f ä l l e ( K r a g a r m , e i n f a c h g e s t ü t z t e r B a l k e n ) m i t

v o l l s t ä n d i g e m L ö s u n g s w e g

S u p e r p o s i t i o n s p r i n z i p e r k l ä r e n u n d a n w e n d e n k ö n n e n

S p e z i a l f ä l l e ( z .   B . Q u e r s c h n i t t s ä n d e r u n g ) e i n o r d n e n k ö n n e n

F e h l e r q u e l l e n v e r m e i d e n : E i n h e i t e n , V o r z e i c h e n , f a l s c h e B e d i n g u n g e n !

N o t f a l l s t r a t e g i e : T a b e l l e n w e r t e g e z i e l t e i n s e t z e n , a b e r P r i n z i p v e r s t e h e n !
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Z u s a m m e n f a s s u n g - B i e g e l i n i e n - D G L

D G L d e r B i e g e l i n i e i s t z e n t r a l e s W e r k z e u g d e r B a l k e n t h e o r i e

I m m e r 4 R a n d b e d i n g u n g e n n o t w e n d i g ( L a g e r u n g e n g e n a u a n a l y s i e r e n ! )

L ö s u n g h ä u f i g d u r c h T a b e l l e n / S o f t w a r e – P r i n z i p u n d H e r l e i t u n g b l e i b e n

p r ü f u n g s r e l e v a n t !

M e r k e : F ü r K l a u s u r – S t a n d a r d f ä l l e m i t H e r l e i t u n g u n d F o r m e l n b e h e r r s c h e n !
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G r u n d l a g e n d e r T o r s i o n

T o r s i o n : D r e h b e a n s p r u c h u n g e i n e s S t a b s / B a l k e n s d u r c h e i n M o m e n t M T

T y p i s c h b e i W e l l e n , A n t r i e b s a c h s e n , S c h r a u b e n

W i r k u n g : E s e n t s t e h t e i n e S c h u b s p a n n u n g ü b e r d e n Q u e r s c h n i t t
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T o r s i o n : K r e i s q u e r s c h n i t t ( S t a n d a r d f a l l )

S c h u b s p a n n u n g :

τ(r ) =
M T · r
I

r : A b s t a n d z u r M i t t e l a c h s e , J b z w . I : p o l a r e s F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t

I = π
2
R
4
f ü r V o l l q u e r s c h n i t t , I = π(R 4

A − R
4
I )/2 f ü r R o h r

M a x i m a l w e r t : r = R ( R a n d f a s e r )

V e r d r i l l u n g ( W i n k e l ) :

ϕ =
M T L

G I

L : L ä n g e , G : S c h u b m o d u l

P r a x i s : I m m e r a u f z u l ä s s i g e S c h u b s p a n n u n g u n d V e r d r i l l u n g p r ü f e n !
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T o r s i o n : B e i s p i e l u n d T i p p s

B e i s p i e l : W e l l e ( R = 2 c m , L = 1 m , M T = 500 N m , G = 80 G P a )
J = π

2
R
4 ≈ 1,01 · 10−6

m
4

τm a x =
M T R

J
≈ 9, 9 M P a

ϕ =
M T L

G J
≈ 0,0062 r a d = 0,36◦

T i p p :

W e l l e n m i t N u t , A b s a t z , K e r b e : I m m e r d o r t p r ü f e n !

S i c h e r h e i t s f a k t o r g e g e n F l i e ß e n / B r u c h b e i S c h u b s p a n n u n g
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T o r s i o n d ü n n w a n d i g e r g e s c h l o s s e n e r P r o f i l e : E i n f ü h r u n g

T y p i s c h e B e i s p i e l e : R o h r e , R e c h t e c k r o h r e , g e s c h l o s s e n e B l e c h p r o f i l e ,

L u f t f a h r t p r o f i l e

E i g e n s c h a f t : S e h r h o h e T o r s i o n s s t e i f i g k e i t , g ü n s t i g e

S c h u b s p a n n u n g s v e r t e i l u n g

B e d i n g u n g : W a n d d i c k e t � P r o f i l a b m e s s u n g , Q u e r s c h n i t t b l e i b t w e i t g e h e n d

u n v e r f o r m t
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B r e d t ’ s c h e F o r m e l f ü r S c h u b s p a n n u n g

B r e d t ’ s c h e F o r m e l :

τ =
M T

2t A m

M T : T o r s i o n s m o m e n t , t : m i t t l e r e W a n d d i c k e , A m : e i n g e s c h l o s s e n e F l ä c h e

( m i t t l e r e Q u e r s c h n i t t s f l ä c h e )

V o r a u s s e t z u n g : G l e i c h m ä ß i g e S c h u b s p a n n u n g s v e r t e i l u n g ü b e r d e n U m f a n g

( n u r b e i d ü n n w a n d i g e n , g e s c h l o s s e n e n P r o f i l e n ! )

P r a x i s : B e i m e h r e r e n S t e g e n / T e i l f l ä c h e n A m a l s S u m m e n e h m e n

B e d e u t u n g : S e h r g e r i n g e S c h u b s p a n n u n g b e i g r o ß e r e i n g e s c h l o s s e n e r

F l ä c h e – d a h e r R o h r e s e h r e f f e k t i v f ü r T o r s i o n !
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B r e d t ’ s c h e F o r m e l f ü r V e r d r i l l u n g

V e r d r i l l u n g s w i n k e l b e i d ü n n w a n d i g e m g e s c h l o s s e n e n P r o f i l :

ϑ =
M T L

4A 2
m G

∮
d s

t

L : L ä n g e , G : S c h u b m o d u l , d s : U m f a n g s e l e m e n t , t : W a n d d i c k e ( g g f . ü b e r

U m f a n g v a r i a b e l )

V e r e i n f a c h u n g b e i k o n s t a n t e r W a n d d i c k e :

ϑ =
M T L

2G A m t u

u : U m f a n g s l ä n g e

T i p p :
∮

d s

t
= I n t e g r a t i o n e n t l a n g d e s g e s c h l o s s e n e n P r o f i l s ; b e i k o n s t a n t e m t

e i n f a c h u /t
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B e i s p i e l : R e c h t e c k r o h r u n t e r T o r s i o n

G e g e b e n : R e c h t e c k r o h r , b = 80 m m , h = 40 m m , t = 2 m m , M T = 500 N m

E i n g e s c h l o s s e n e F l ä c h e : A m = (b − t )(h − t ) ≈ 76× 36 m m 2 = 2736
m m

2 = 2, 736 · 10−3
m

2

S c h u b s p a n n u n g :

τ =
500

2 · 0.002 · 2.736 · 10−3
≈ 45.7 M P a

U m f a n g : u = 2(b + h − 2t ) ≈ 2 · (80 + 40− 4) m m = 232 m m = 0.232 m

V e r d r i l l u n g ( b e i L = 1 m , G = 80 G P a ) :

ϑ =
500 · 1

2 · 80 · 109 · 2.736 · 10−3 · 0.002 · 0.232 ≈ 0.005 r a d = 0.29◦
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B r e d t ’ s c h e S c h u b f l u s s v o r s t e l l u n g

S c h u b f l u s s T :

T = τ · t = M T

2A m

T i s t ü b e r d e n U m f a n g k o n s t a n t ( b e i k o n s t a n t e r W a n d d i c k e ! )

K o n s t r u k t i o n s t i p p : I n d e r K o n s t r u k t i o n o f t S c h u b f l u s s z u r B e m e s s u n g v o n

N i e t r e i h e n , S c h w e i ß n ä h t e n u s w . g e n u t z t

A n s c h a u l i c h : B i l d l i c h g e s p r o c h e n „ f l i e ß t “ d a s T o r s i o n s m o m e n t a l s

S c h u b f l u s s e i n m a l u m d e n g a n z e n Q u e r s c h n i t t
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T o r s i o n o f f e n e r d ü n n w a n d i g e r P r o f i l e : F o r m e l

S c h u b s p a n n u n g ( m a x i m a l ) :

τm a x =
3M T

h t 2

f ü r U - P r o f i l m i t S c h e n k e l l ä n g e h , W a n d d i c k e t

V e r d r i l l u n g ( m a x i m a l ) :

ϑ =
M T L

I T G

I T : T o r s i o n s t r ä g h e i t s m o m e n t , f ü r e i n f a c h e P r o f i l e t a b e l l i e r t ( z .   B . I T f ü r

U - P r o f i l )

P r a x i s : V e r g l e i c h z u g e s c h l o s s e n e n P r o f i l e n – u m m e h r e r e G r ö ß e n o r d n u n g e n

g e r i n g e r e S t e i f i g k e i t !
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V e r g l e i c h : G e s c h l o s s e n e v s . o f f e n e P r o f i l e

G e s c h l o s s e n : H o h e T o r s i o n s s t e i f i g k e i t , g e r i n g e S c h u b s p a n n u n g , k l e i n e

V e r d r i l l u n g ( z .   B . R o h r , R e c h t e c k r o h r )

O f f e n : S e h r g e r i n g e T o r s i o n s s t e i f i g k e i t , s e h r g r o ß e S c h u b s p a n n u n g &

V e r d r i l l u n g , G e f a h r d e r V e r w i n d u n g

P r ü f u n g s t i p p : I m m e r z u e r s t p r ü f e n , o b d e r Q u e r s c h n i t t g e s c h l o s s e n i s t !

I n d e r P r a x i s w e r d e n o f f e n e P r o f i l e s e l t e n a u f r e i n e T o r s i o n b e a n s p r u c h t –

G e f a h r d e s S t a b i l i t ä t s v e r s a g e n s !
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B e i s p i e l : T o r s i o n a n e i n e m d ü n n w a n d i g e n R e c h t e c k r o h r

( g e s c h l o s s e n )

G e g e b e n : R e c h t e c k r o h r ( g e s c h l o s s e n ) , B r e i t e b = 60 m m , H ö h e h = 40 m m ,
W a n d d i c k e t = 2 m m , L ä n g e L = 1 m , M T = 400 N m , G = 80 G P a

G e s u c h t : M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τ , V e r d r i l l u n g ϑ

1 . E i n g e s c h l o s s e n e F l ä c h e ( M i t t e l l i n i e ! ) :

A m = (b − t )(h − t ) = 58× 38 m m 2 = 2204 m m 2 = 2.204× 10−3
m

2

2 . U m f a n g d e r M i t t e l l i n i e :

u = 2[(b − t ) + (h − t )] = 2(58 + 38) m m = 192 m m = 0.192 m

3 . S c h u b s p a n n u n g ( B r e d t ) :

τ =
M T

2t A m
=

400

2 · 0.002 · 2.204× 10−3
≈ 45.4 M P a
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B e i s p i e l : T o r s i o n a n e i n e m d ü n n w a n d i g e n R e c h t e c k r o h r

( g e s c h l o s s e n )

4 . V e r d r i l l u n g ( I n t e g r a t i o n e n t l a n g M i t t e l l i n i e ! ) :

ϑ =
M T L

4A 2
m G

∮
d s

t∮
d s

t
=
u

t
=

0.192

0.002
= 96

ϑ =
400 · 1

4 · (2.204× 10−3)2 · 80× 109
· 96 ≈ 0.0027 r a d = 0.155◦

H i n w e i s : D i e I n t e g r a l e l a u f e n s t e t s e n t l a n g d e r M i t t e l l i n i e – b e i v a r i a b l e r

W a n d d i c k e m ü s s t e n e i n z e l n e A b s c h n i t t e s e p a r a t i n t e g r i e r t w e r d e n !
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B e i s p i e l : T o r s i o n a n e i n e m d ü n n w a n d i g e n o f f e n e n U - P r o f i l

G e g e b e n : U - P r o f i l , S c h e n k e l l ä n g e h = 60 m m , S t e g b r e i t e b = 30 m m ,
W a n d d i c k e t = 2 m m , L ä n g e L = 1 m , M T = 120 N m , G = 80 G P a

G e s u c h t : M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τm a x , V e r d r i l l u n g ϑ

1 . I n t e g r a t i o n ü b e r T e i l q u e r s c h n i t t e ( M i t t e l l i n i e ) :

G e s a m t e M i t t e l l i n i e n l ä n g e : u = 2h + b = 2 · 60 + 30 = 150 m m = 0.15 m

2 . T o r s i o n s t r ä g h e i t s m o m e n t I T :

I T ≈ 1

3

∑
`3i t ( f ü r j e d e n S c h e n k e l `i )

I T ≈ 1

3

[
b
3 + 2h 3]

t =
1

3

[
(0.03)3 + 2 · (0.06)3

]
· 0.002 ≈ 9.28× 10−8

m
4

3 . M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g :

τm a x ≈
M T

t · `2
m i n

( v e r e i n f a c h t , `m i n = k ü r z e s t e M i t t e l l i n i e = S t e g b r e i t e )

τm a x ≈
120

0.002 · (0.03)2 ≈ 66.7 M P a
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B e i s p i e l : T o r s i o n a n e i n e m d ü n n w a n d i g e n o f f e n e n U - P r o f i l

4 . V e r d r i l l u n g :

ϑ =
M T L

G I T
=

120 · 1
9.28× 10−8 · 80× 109

≈ 0.016 r a d = 0.92◦

H i n w e i s : D i e B e r e c h n u n g e r f o r d e r t d a s S u m m e n / I n t e g r a l e e n t l a n g d e r

M i t t e l l i n i e n a b s c h n i t t e j e d e s Q u e r s c h n i t t s !
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K o n s t r u k t i v e H i n w e i s e u n d F e h l e r q u e l l e n

D ü n n w a n d i g e o f f e n e P r o f i l e n i e m a l s f ü r g r o ß e T o r s i o n s b e a n s p r u c h u n g

v o r s e h e n !

O f f e n e P r o f i l e g g f . d u r c h S c h l i e ß e n ( S c h w e i ß b l e c h , S t e g ) d e u t l i c h s t e i f e r

m a c h e n !

I m m e r a u f K n i c k - u n d B e u l g e f a h r a c h t e n ( S t a b i l i t ä t s p r o b l e m ! )

P r ü f u n g : I m m e r k o n t r o l l i e r e n , o b d i e B r e d t ’ s c h e n F o r m e l n a n g e w e n d e t

w e r d e n d ü r f e n ( n u r b e i g e s c h l o s s e n e m , d ü n n w a n d i g e m P r o f i l ! )

T y p i s c h e F e h l e r : W a n d d i c k e , F l ä c h e , U m f a n g f a l s c h e i n g e s e t z t ; O f f e n e

P r o f i l e m i t B r e d t g e r e c h n e t ( n i c h t z u l ä s s i g ! )
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A l t k l a u s u r - A u f g a b e 2 – D ü n n w a n d i g e s , g e s c h l o s s e n e s P r o f i l u n t e r

T o r s i o n

A u s g a n g s b e d i n g u n g e n :

H a l b k r e i s f ö r m i g e s , d ü n n w a n d i g e s P r o f i l ( δ � r ) , L ä n g e l , R a d i u s r

P r o f i l f e s t e i n g e s p a n n t , e x z e n t r i s c h e B e l a s t u n g d u r c h F ( s e n k r e c h t ) u n d 2F
( l ä n g s )

K o o r d i n a t e n s y s t e m i m S c h w e r p u n k t , b e k a n n t : A P r o f i l , I y

z s : S c h w e r p u n k t a b s t a n d , M a t e r i a l : E , ν

G e s u c h t :

a ) M i n i m a l e W a n d s t ä r k e δm i n , s o d a s s V e r d r e h u n g ϕz u l n i c h t ü b e r s c h r i t t e n w i r d

b ) M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τm a x i n f o l g e T o r s i o n

c ) G r ö ß t e V e r g l e i c h s s p a n n u n g σv n a c h G e s t a l t ä n d e r u n g s h y p o t h e s e
( S c h u b s p a n n u n g e n d u r c h Q u e r k r a f t v e r n a c h l ä s s i g e n ; O r t d e r m a x .

B e a n s p r u c h u n g )

d ) N a c h A u f r e i ß e n ( o f f e n e s P r o f i l ) : N e u e V e r d r e h u n g ϕR i s s b e i δ = δm i n

e ) N e u e m a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τR i s s b e i o f f e n e m P r o f i l
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A l t k l a u s u r - A u f g a b e 2 – D ü n n w a n d i g e s , g e s c h l o s s e n e s P r o f i l u n t e r

T o r s i o n

G e g e b e n :

r , `, z s , A P r o f i l , I y , ϕz u l , F , E , ν
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2 a ) M i n i m a l e W a n d s t ä r k e δm i n b e i v o r g e g e b e n e r V e r d r e h u n g

T o r s i o n s w i n k e l e i n e s d ü n n w a n d i g g e s c h l o s s e n e n P r o f i l s :

ϕ =
M T `

G I T

M i t :

M T = F · r ( T o r s i o n s m o m e n t ) , G = E

2(1+ν)
( S c h u b m o d u l )

I T =
4A 2

m∫
c

d s

t (s )

( T o r s i o n s t r ä g h e i t s m o m e n t , A m = πr 2

2
( e i n g e s c h l o s s e n e F l ä c h e )

F ü r d a s H a l b k r e i s p r o f i l :∮
c

d s

t (s )
=

2r∫
0

d s 1

δ
+

πr∫
0

d s 2

δ
=
r

δ
(2 + π)

I T =
π2
r
3δ

2 + π

R a n d b e d i n g u n g :

ϕ ≤ ϕz u l ⇒ δ ≥ F r ` (2 + π)

π2 r 3G ϕz u l
⇒ δm i n =

F ` (2 + π)

π2 r 2G ϕz u l
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2 b ) M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τm a x i n f o l g e T o r s i o n

B r e d t s c h e F o r m e l f ü r S c h u b s p a n n u n g :

τm a x =
M T

2A m t m i n

E i n s e t z e n :

M T = F r , A m =
πr 2

2
, t m i n = δm i n

τm a x =
F r

πr 2δm i n

S e t z e δm i n a u s 2 a ) e i n :

τm a x =
F r

πr 2
· π

2
r
2
G ϕz u l

F ` (2 + π)
=

πr G ϕz u l
`(2 + π)

K u r z :

τm a x =
πr G ϕz u l
`(2 + π)
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2 c ) G r ö ß t e V e r g l e i c h s s p a n n u n g σv n a c h v o n M i s e s

S c h n i t t g r ö ß e n a m E i n s p a n n q u e r s c h n i t t : ∑
F x = 0 : A x = −2F∑
F z = 0 : A z = F∑
M A = 0 : M A = F `

N o r m a l k r a f t u n d M o m e n t :

N (x ) = −A x = 2F M (x ) = F (x − `)

S p a n n u n g s v e r t e i l u n g :

σ(x , z ) =
M y (x )

I y
z +

N (x )

A

M a x i m a l e N o r m a l s p a n n u n g a m g e f ä h r d e t e n P u n k t ( x = 0, z = z 0) :

σm a x =
−F `
I y

z 0 +
2F

A
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2 c ) G r ö ß t e V e r g l e i c h s s p a n n u n g σv n a c h v o n M i s e s

V e r g l e i c h s s p a n n u n g ( G e s t a l t ä n d e r u n g s e n e r g i e h y p o t h e s e ) :

σv =
√

σ2
m a x + 3τ2

M i t :

τ = τm a x =
πr G ϕz u l
`(2 + π)

K u r z :

σv =

√(
−F `
I y

z 0 +
2F

A

)2

+ 3

(
πr G ϕz u l
`(2 + π)

)2
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2 d ) V e r d r e h u n g ϕR i s s n a c h R i s s ( o f f e n e s P r o f i l )

D a s P r o f i l i s t n u n d u r c h e i n e n P r o d u k t i o n s f e h l e r r i s s b e h a f t e t .

F ü r δm i n g i l t :

δm i n =
F `(2 + π)

π2 r 2G ϕz u l

T o r s i o n s t r ä g h e i t s m o m e n t f ü r o f f e n e n Q u e r s c h n i t t :

Ī T =
δ3
m i n
r (2 + π)

3

V e r d r e h u n g n a c h R i s s :

ϕR i s s =
M T `

G Ī T

=
3F `

G · δ3
m i n

(2 + π)

A l t e r n a t i v e S c h r e i b w e i s e :

ϕR i s s =
3F `

G · δ3
m i n

(2 + π)
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2 e ) M a x i m a l e S c h u b s p a n n u n g τR i s s i m o f f e n e n P r o f i l

S c h u b s p a n n u n g b e i o f f e n e m , d ü n n w a n d i g e m P r o f i l :

τm a x , R i s s =
3M T

(2 + π)r δ2
m i n

=
3F r

(2 + π)r δ2
m i n

=
3F

(2 + π)δ2
m i n

⇒ τR i s s =
3F

(2 + π)δ2
m i n

H i n w e i s : N a c h A u f r e i ß e n i s t d i e S c h u b s p a n n u n g g e g e n ü b e r d e m g e s c h l o s s e n e n

Z u s t a n d s t a r k e r h ö h t !
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Z u s a m m e n f a s s u n g : T o r s i o n d ü n n w a n d i g e r P r o f i l e

B r e d t ’ s c h e F o r m e l : N u r f ü r d ü n n w a n d i g , g e s c h l o s s e n u n d m i t h o m o g e n e r

W a n d d i c k e

G e s c h l o s s e n e P r o f i l e : S e h r h o h e T o r s i o n s s t e i f i g k e i t , g ü n s t i g e

S p a n n u n g s v e r t e i l u n g

O f f e n e P r o f i l e : E x t r e m t o r s i o n s w e i c h , g r o ß e V e r d r e h u n g – m e i d e n b e i

T o r s i o n s b e l a s t u n g !

P r ü f u n g s t i p p : T y p i s c h e A u f g a b e : U n t e r s c h i e d , A n w e n d u n g ,

B e i s p i e l r e c h n u n g !

C h e c k l i s t e :

I s t d a s P r o f i l g e s c h l o s s e n / d ü n n w a n d i g ?

B r e d t ’ s c h e F o r m e l a n w e n d e n ?

P l a u s i b i l i t ä t d e r E r g e b n i s s e p r ü f e n !
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S t a b i l i t ä t u n d K n i c k u n g – E i n f ü h r u n g

K n i c k u n g : I n s t a b i l i t ä t s v e r s a g e n v o n s c h l a n k e n S t ä b e n u n t e r D r u c k

P r a x i s : T y p i s c h b e i S ä u l e n , S t ü t z e n , d ü n n e n Z u g - o d e r D r u c k s t ä b e n

K e n n z e i c h e n : P l ö t z l i c h e A u s l e n k u n g b e i Ü b e r s c h r e i t e n d e r k r i t i s c h e n

K n i c k k r a f t
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E u l e r s c h e K n i c k k r a f t

F o r m e l f ü r k r i t i s c h e K n i c k k r a f t :

F k r =
π2
E I

(K L )2

E : E l a s t i z i t ä t s m o d u l , I : F l ä c h e n t r ä g h e i t s m o m e n t , L : S t a b l ä n g e , K :

K n i c k l ä n g e f a k t o r

E i n f l u s s v o n R a n d b e d i n g u n g e n :

B e i d s e i t i g g e l e n k i g : K = 1
E i n s e i t i g e i n g e s p . , e i n s e i t i g f r e i : K = 2
B e i d s e i t i g e i n g e s p a n n t : K = 0.5
E i n s e i t i g e i n g e s p a n n t , e i n s e i t i g g e l e n k i g : K ≈ 0.7
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B e i s p i e l : K n i c k k r a f t e i n e r s c h l a n k e n S t ü t z e

G e g e b e n : S t ü t z e L = 2 m , I = 8 · 10−6
m

4
, E = 210 G P a , b e i d s e i t i g g e l e n k i g

B e r e c h n u n g :

F k r =
π2 · 210 · 109 · 8 · 10−6

(2)2
≈ 1.66 · 105 N = 166 k N

P r a x i s : I m m e r a u s r e i c h e n d e S i c h e r h e i t s f a k t o r e n g e g e n K n i c k u n g

b e r ü c k s i c h t i g e n !
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S t a b i l i t ä t – E i n f l u s s g r ö ß e n & T i p p s

W i c h t i g e P a r a m e t e r : S c h l a n k h e i t ( λ = L /i , i =
√
I/A ) , R a n d b e d i n g u n g e n ,

Q u e r s c h n i t t s f o r m

K n i c k e n i s t S t a b i l i t ä t s v e r s a g e n , k e i n e F e s t i g k e i t ! V e r s a g e n t r i t t o f t

u n t e r h a l b d e r S t r e c k g r e n z e a u f .

P r ü f u n g s t i p p : I m m e r S t a b l ä n g e , E i n s p a n n u n g u n d Q u e r s c h n i t t b e a c h t e n .
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E n e r g i e v e r f a h r e n – P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e

G r u n d i d e e : M a n ” b e l a s t e t ” d a s S y s t e m g e d a n k l i c h ( v i r t u e l l ) m i t e i n e r

z u s ä t z l i c h e n , k l e i n e n K r a f t o d e r e i n e m M o m e n t a n d e r S t e l l e , w o m a n d i e

V e r s c h i e b u n g ( o d e r V e r d r e h u n g ) b e r e c h n e n m ö c h t e .

P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e – A l l g e m e i n e F o r m

f i =

∫
l

N N

E A
d x +

∫
l

M M

E I
d x +

∫
l

Q Q

G A S
d x +

∫
l

M T M T

G I T
d x .

D i e V e r s c h i e b u n g / V e r d r e h u n g f i a n e i n e r S t e l l e i s t g l e i c h d e r A r b e i t , d i e e i n e

v i r t u e l l e K r a f t a n g e n a u d i e s e r S t e l l e i m v e r f o r m t e n S y s t e m v e r r i c h t e t

A n w e n d u n g : B e r e c h n u n g v o n D u r c h b i e g u n g e n , L a g e r k r ä f t e n , s t a t i s c h

u n b e s t i m m t e n S y s t e m e n
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P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e – B e i s p i e l

P r o b l e m : S t a t i s c h u n b e s t i m m t g e l a g e r t e r B a l k e n u n t e r S t r e c k e n l a s t q 0 .

L ö s u n g s i d e e :

S y s t e m w i r d i n z w e i s t a t i s c h b e s t i m m t e T e i l s y s t e m e z e r l e g t ( S u p e r p o s i t i o n ) .

V e r s c h i e b u n g a m A u f l a g e r B v m u s s N u l l s e i n .

P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e b e s t i m m t A u f l a g e r r e a k t i o n .
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S u p e r p o s i t i o n & v i r t u e l l e V e r s c h i e b u n g

S u p e r p o s i t i o n :

H a u p t s y s t e m m i t q 0 u n d f e s t e m A u f l a g e r B v

Z u s a t z s y s t e m n u r m i t A u f l a g e r k r a f t B v

V i r t u e l l e K r a f t :

S e t z e v i r t u e l l e K r a f t δB v a m A u f l a g e r a n .

B e r e c h n e M o m e n t e f ü r r e a l e ( M q 0 ) u n d v i r t u e l l e ( M δB v ) B e l a s t u n g :

M q 0(x ) = −1

2
q 0x

2
M δB v (x ) = δB v · x
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P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e – M o m e n t e i m V e r g l e i c h

M o m e n t e n v e r l ä u f e d e r T e i l p r o b l e m e :

R e a l e B e l a s t u n g :

M q 0(x ) = −1

2
q 0x

2

V i r t u e l l e K r a f t a m A u f l a g e r :

M δB v (x ) = δB v x

B e i d e M o m e n t e w e r d e n i m P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e m i t e i n a n d e r m u l t i p l i z i e r t u n d

ü b e r d i e B a l k e n l ä n g e i n t e g r i e r t .
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P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e – R e c h n u n g

V i r t u e l l e A r b e i t :

δB v · u `(q 0) + δB v ·
q 0`

4

8E I
= 0

⇒ u `(q 0) = − q 0`
4

8E I

I n t e g r a l f o r m :

δB v u `(q 0) =

∫ `

0

M δB v M q 0

E I
d x

=

∫ `

0

δB v · x ·
(
− 1

2
q 0x

2
)

E I
d x = −δB v

q 0

2E I

∫ `

0

x
3
d x = −δB v

q 0`
4

8E I
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E r g e b n i s

V e r s c h i e b u n g a m A u f l a g e r B v :

u `(q 0) = − q 0`
4

8E I

S u p e r p o n i e r e d i e T e i l s y s t e m e , s o d a s s d i e R a n d b e d i n g u n g ( u ` = 0) e r f ü l l t i s t .
P r i n z i p d e r v i r t u e l l e n K r ä f t e :

V i r t u e l l e A r b e i t d e r A u f l a g e r k r a f t v e r s c h w i n d e t → G l e i c h u n g f ü r B v

b e s t i m m b a r .

E i n f a c h e B e r e c h n u n g v o n V e r s c h i e b u n g e n i n s t a t i s c h u n b e s t i m m t e n

S y s t e m e n !

K . S u t a © e x a m i o J u n i 2 0 2 5 1 2 0 / 1 2 3



C a s t i g l i a n o ’ s c h e r S a t z

A u s s a g e : D i e A b l e i t u n g d e r G e s a m t e n e r g i e n a c h e i n e r ä u ß e r e n K r a f t e r g i b t

d i e z u g e h ö r i g e V e r s c h i e b u n g .

F o r m e l :

δ =
∂U

∂F

U : E l a s t i s c h e E n e r g i e , F : a n g r e i f e n d e K r a f t , δ: V e r s c h i e b u n g a m A n g r i f f s p u n k t

B e i s p i e l : D u r c h b i e g u n g a n b e l i e b i g e r S t e l l e e i n e s B a l k e n s m i t b e l i e b i g e r

B e l a s t u n g

V o r t e i l : A u c h f ü r k o m p l e x e S y s t e m e u n d s t a t i s c h u n b e s t i m m t e S y s t e m e

g e e i g n e t !
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B e i s p i e l : C a s t i g l i a n o f ü r B a l k e n d u r c h b i e g u n g

G e g e b e n : B a l k e n , M (x ) b e k a n n t , g e s u c h t e D u r c h b i e g u n g b e i x = a

E l a s t i s c h e E n e r g i e :

U =

∫
L

0

M
2(x )

2E I
d x

D u r c h b i e g u n g :

w (a ) =
∂U

∂F

P r a x i s : P r a k t i s c h , w e n n m e h r e r e K r ä f t e / M o m e n t e w i r k e n o d e r S y s t e m

s t a t i s c h u n b e s t i m m t i s t .
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Z u s a m m e n f a s s u n g : A b s c h l u s s b l o c k

S t a b i l i t ä t / K n i c k u n g : K r i t i s c h e L a s t b e r e c h n e n , L a g e r u n g b e a c h t e n

E n e r g i e v e r f a h r e n : V i r t u e l l e A r b e i t , C a s t i g l i a n o f ü r V e r s c h i e b u n g e n u n d K r ä f t e

S t a t i s c h u n b e s t i m m t e S y s t e m e : Z u s ä t z l i c h e B e d i n g u n g e n ( V e r f o r m u n g ,

K o m p a t i b i l i t ä t )

K o m b i n i e r t e B e a n s p r u c h u n g : S p a n n u n g e n ü b e r l a g e r n , V e r g l e i c h s s p a n n u n g

f ü r N a c h w e i s

K o m p a t i b i l i t ä t s b e d i n g u n g e n : T h e r m i s c h e D e h n u n g , f e s t e L a g e r ,

M o n t a g e f ä l l e b e a c h t e n

P r ü f u n g s t i p p : I m m e r a l l e N e b e n b e d i n g u n g e n u n d S y s t e m g r e n z e n s a u b e r

a u f s t e l l e n !
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