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Webinar: Elastostatik
Thema: Mohrscher Spannungskreis

Aufgabe: Mohrscher Spannungskreis

Gegeben sei der folgende ebene Spannungszustand:

(20 =50
—50 —70

) MPa

Bestimme zeichnerisch/rechnerisch

(1) die Hauptspannungen ¢, und o,,

(2) die Hauptrichtungen,

(3) die Hauptschubspannung und die dazugehorige Hauptrichtung,
(4) die Spannungen fiir ein um 35° gedrehtes Koordinatensystem.
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Formeln zur Uberpriifung:

Ebener Spannungszustand fiir positive
Spannungen

Bestimmung der Spannungen bei Drehung des Koordinatensystems um einen
Winkel o :

_o,to, 0,—0

o = 3 + x2 ycos(Zoc)+rxysin(2a)
+o, —o,+
ay*:axzay sz aycos(Za)—rxysin(2oc)
—0o,to, .
rxy*zryx*zTystaerycos(2a)

a wird positiv fiir eine Linksdrehung und negativ fiir Rechtsdrehung des
Ausgangskoordinatensystems

Berechnung der Hauptnormalspannungen:

2

2
_0x+0y+ (ax o 2

— Y +
04, ) 5 ) T

Bei Auftreten der Hauptnormalspannungen werden die Schubspannungen zu Null.

Berechnung der Hauptrichtungen der Hauptnormalspannungen:

2
tan (20 %)= it
c,—0,
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Berechnung der Hauptschubspannung:

Berechnung der Hauptrichtung der Hauptschubspannung:

oa**=a*£45°

Berechnung der mittleren Normalspannung:

o+ g, 0, +o, Die Normalspannungen nehmen beim Auftreten der
o0,= = Hauptschubspannungen ihren mittleren Wert an..

2 2
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Losung der Aufgabe

Zeichnung des Mohrschen Spannungskreises

Es werden zunéchst die 6- und t -Achsen gezeichnet. Die 6 -Achse ist die Abzisse und die T -Achse
die Ordinate.

Danach werden die Punkte Pl(cx|rxy) und P ( Gy|'Txy) eingezeichnet. Wir haben hier den folgenden
ebenen Spannungszustand gegeben:

o, rxy):( 20 —50) MPa

°= T c —-50 =70

X y

Unser Ausgangskoordinatensystem mit dem gegebenen Spannungszustand ergibt sich also zu:

YA o

Die negativen Spannungen werden also genau entgegengesetzt eingezeichnet. Demnach handelt es
sich bei der Normalspannung in y-Richtung um eine Druckspannung.

2. Wir zeichnen nun die Punkte in das Koordinatensystem ein: P (20/-50) und P_(-70|50)

3. Wir verbinden die beiden Punkte miteinander. Dort wo die Verbindungslinie die 6-Achse
schneidet, liegt der Kreismittelpunkt. Dieser Kreismittelpunkt entspricht der mittleren
Normalspannung:

_oyto, 20-70 _

) ~25
2 2

o
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Py = (70, 50)

oo

P, =(20,-50)
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Bestimmung der Hauptnormalspannungen

Die Hauptnormalspannungen ¢ und ¢, befinden sich auf dem duflersten Rand des Kreises auf der

o-Achse. Die Schubspannungen nehmen also den Wert Null an, wenn die Normalspannungen ihre
Extremwerte annehmen.

Es gilt immer: 6, > o, , d.h. dass 6, immer rechts von ¢ liegt.

80 T

7,0

Ablesen der Werte:

o, =427 MPa

o,=-92,27 MPa
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Rechnerische Probe:

_ax—l-ay

o.—0
01,= ) (

+(=—=2) +7

2
:M+\/(M) +(—50)"=42,27 MPa

21T 2

2
5, =20=70_ 29470y (50— 9227 MPa
2 2 2

Zunichst ist es sinnvoll die Verbindungslinie in zwei Teilverbindungslinie zu ,,zerlegen®. Dadurch
werden die folgenden Berechnungen iibersichtlicher. Wir wéhlen die Teilverbindungslinie von P

zu 6, mit blau.

Der Punkt P geh6rt zu dem Schnitt parallel zur y -Achse, in diesem Schnitt wirken die Spannungen
c_und T, Der Punkt P, gehdrt zu dem Schnitt parallel zur x -Achse, in diesem Schnitt wirken die
Spannungen o, und T, -

a0 T

Py =70, 50)
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Bestimmung der Hauptrichtungen

Es sollen die Winkel bestimmt werden, fiir welche die Normalspannungen ihre Extremwerte
annehmen (= Hauptrichtungen).

Im Mohrschen Spannungskreis wird immer der doppelte Winkel in entgegengesetzter Richtung
angetragen.

Der erste Winkel wird bestimmt, indem der Winkel ausgehend von der 1. Teilverbindungslinie
(blau) zur positiven o-Achse abgetragen wird:

80 T

7,0

Wir haben in der obigen Grafik ausgehend von der 1.Verbindungslinie (blau) zur 6-Achse den
Winkel von 2 a* = 48° abgelesen. Da im Mohrschen Spannungskreis der doppelte Winkel immer
entgegengesetzt zur Drehung des Koordinatensystems abgetragen wird, erfolgt die Drehung des
Ausgangskoordinatensystems in einer Rechtsdrehung. Der Winkel ist demnach bei Anwendung der
Spannungsgleichungen negativ zu beriicksichtigen.

Die erste Hauptnormalspannung ergibt sich demnach unter dem Winkel a* = -24° .
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Wir haben also bereits einen Winkel gegeben. Drehen wir das Ausgangskoordinatensystem nun also
in einer Rechtsdrehung um 24° (im Uhrzeigersinn), so erhalten wir Eine der
Hauptnormalspannungen.

Welche der beiden Hauptnormalspannungen unter diesem Winkel auftritt werden wir gleich
betrachten.

Zunichst berechnen wir den 2. Winkel. Diesmal miissen wir die Abtragung von der 1.
Teilverbindungslinie (blau) zur negativen o-Achse vornehmen:

20 T

Py =(70,50)

7,0

Im Mohrschen Spannungskreis erfolgt die Abtragung IM Uhrzeigersinn, d.h. das
Ausgangskoordinatensystem wird gegen den Uhrzeigersinn (positive Drehrichtung) um o* = +66°
gedreht. Fiir die Spannungsgleichungen muss der Winkel positiv eingesetzt werden.

Es wird immer der Winkel bevorzugt, der unter 180° liegt.
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Rechnerische Probe:

2
tan (20 %)= Gt
c.,—0,
2a*ztan_l(w)=—48 °
20+70
a*=—24°

Der zweite Winkel wird rechnerisch bestimmt, indem der erste Winkel mit 90° addiert wird. Grund
dafiir ist, dass die beiden Hauptnormalspannung senkrecht aufeinander stehen:

0 *=—24°+90°=66°

Wir wissen noch nicht unter welchem Winkel welche Hauptnormalspannung auftritt. Mit den
Spannungsgleichungen kann das natiirlich sofort berechnet werden, es kann aber auch aus dem
Mohrschen Spannungskreis abgelesen werden. Wir zeichnen hierzu die Richtungen der
Hauptnormalspannungen ein. Wir gehen wie folgt vor:

Von den Hauptnormalspannungen aus ziehen wir jeweils eine Gerade durch den Punkt P.

Wichtig: Die Verbindung zwischen 6 und P ergibt die Richtung von 6, und umgekehrt.

a0 T

T, = (42.27,0)

-120 ao

-80




[ .
m’lngemeurkurse.de

Interaktive Online-Kurse

Wir konnen nun herausfinden, welcher der oben bestimmten Winkel zu welcher
Hauptnormalspannung gehort. Dazu tragen wir die Winkel von den Richtungen zur 6-Achse ab:

a0 T

Py =70, 50)

T, =(-92.27,0)

120 oo | B0 j i : 80 a
o, = (42.27.0)

T,

-20

Hierbei handelt es sich um die einfachen Winkel. Wir sehen also deutlich, dass der Winkel o 1* =
-24° fur die Hauptnormalspannung o gilt und der Winkel o * = 66° fiir die Hauptnormalspannung

(52.

Rechnerische Probe:

_|_ —
g *= O 20y + angy cos(2a)+7,,sin(2a)

Einsetzen von al* =.-24°:
o *= 20-70 " 20470 .
2 2

0s(2-—(24°))—50sin (2 (—24°))=42,27 MPa=o0,



Interaktive Online-Kurse

P~ . i
m’lngenleurkurse.de

Der Winkel von -24° gehort zur Hauptnormalspannung 1. Demnach gehort der Winkel 66° zur
Hauptnormalspannung 2.

Wir wollen uns noch die Drehung des Ausgangskoordinatensystems um diesen Winkel ansehen:
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Bestimmung der Hauptschubspannungen

Die Hauptschubspannungen nehmen ihre Extremwerte bei der mittleren Normalspannung an:

80 T

P, = (70, 50)

Ry =(20,-50)

T

Logdad bolooy
P P TR W
min  * G

Es ergeben sich zwei Hauptschubspannungen, das Maximum und das Minimum, die beide vom
Betrag her gleich groB sind. Die Normalspannung nimmt beim Auftreten der
Hauptschubspannungen ihren mittleren Wert an.

Rechnerische Probe:

2
zl=+\/(M) +(—50)*=67,27 MPa
2

2
12:—\/<M) +(=50)2=—67,27 MPa
2
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Als néchstes sollen die Hauptrichtungen bestimmt werden, fiir welche die beiden
Hauptschubspannungen auftreten. Dabei muss wieder beriicksichtigt werden, dass hier zweifache
Winkel abgetragen werden. Wir gehen wieder von unserer Teilverbindungslinie (blau) aus. Der
Winkel fiir die positive Schubspannung erhalten wir dann, indem wir zur oberen gestrichelten Linie
den Winkel abtragen, den Winkel fiir die negative Schubsspannung ist der Winkel zur unteren
gestrichelten Linie:

20 T

P, =(-70, 50)

20

2ag*™=138°
o, = (4227, 0)

80

Unter Beriicksichtigung, dass die Abtragung im Mohrschen Spannungskreis genau entgegengesetzt
vorgenommen wird, erhalten wir:

a**=42°/2=21° (fiir die minimale Hauptschubspannung)

a** =-138°/2 =-69° (fiir die maximale Hauptschubspannung)

Rechnerische Probe:
a**=q*x45°

a**=-24*4+45°=21°

Tx*y*=%(—ax+ay)sin(2a)+rxycos(20c)
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Einsetzen von

aFF =21°

T *=%(—20—7o)sin(2-21°)—50cos(2-21°)=—67,27MPa

x*y

Der Winkel von 21° gehdrt demnach nur minimalen Schubspannung t__ .
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Bestimmung der Spannungen fiir Drehung um 35°

Der Winkel ist in der Aufgabenstellung positiv angegeben, demnach handelt es sich um eine
positive Drehrichtung (Linksdrehung, gegen den Uhrzeigersinn). Da wir im Mohrschen
Spannungskreis die Winkel von der Teilverbindungslinie (blau) immer entgegengesetzt abtragen,
miissen wir die Abtragung also mit dem Uhrzeigersinn vornehmen. Es werden immer die
doppelten Winkel abgetragen:

P, =(-70,50)

Wir tragen den Winkel von 2#35 = 70° im Uhrzeigersinn ab. Wir ziehen eine gestrichelte Linie
durch den Kreismittelpunkt. Dort wo die gestrichelte Linie den Kreis schneidet, befinden sich
unsere Spannungen.
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G, =(6.58, 59.39)

P, =|(-70, 50)

o, = (42.27,0)

Go

P, =(20,-50)

@, =(-56.39,-39.39)

Fiihren wir das um 35° gedrehte 1, £ — Koordinatensystem ein, so erhalten wir:
Ql= (csn ST ) =(-56,59 ;-59,39)

Q2= (csé, -Tni) = (6,59 ; 59,39)

Demnach ist:

= -56,59 MPa
T .=-59,39 MPa
né

o= 6,59 Mpa
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Rechnerische Probe:

_|_ —
g *= O 20y + angy cos(2a)+7,,sin(2a)

_ £_20-70, 20+70

cos(2-35°)—50sin(2 -35°)=—56,59

1 2
+o, —o +
7, *= a"z Oy a"z Oy cos(2a)—7,,sin(20a)

,_20-70  —20-70

0. 5 > cos(2-35°)+50sin(2 -35°)=6,59
—0 .+

rxy*ztyx*z%sinﬁaﬂrxycos(2a)

znf*zzfn*zysin(z 35°)—50c0s(2 35 °)=—59,39

Txy X




