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1 Grundlagen: Mengenlehre und reelle Zahlen

Zu Beginn erlautern wir die unterschiedlichen Auspragungen von Mengen und Zahlen. Im Anschluss
werden wir detailliert auf deren Verwendung in diversen mathematischen Rechenbereichen eingehen
und dies an Beispielen und Ubungsaufgaben vertiefen.

Die Themen dieses Kurses gliedern sich wie folgt:

« Grundlagen

+ komplexe Zahlen

* elementare Funktionen
* Vektorrechnung

+ Differentialrechnung
 Integralrechnung

* Folgen und Reihen

+ lineare Algebra

1.1 Kurseinfiihrung

Herzlich Willkommen in deinem Kurs Hohere Mathematik 1 zu den Themen Analysis und Lineare
Algebra. Wir freuen uns, dass du dich dazu entschlossen hast, dich mithilfe dieses Kurses in die
sehr interessante, jedoch nicht ganz einfache Thematik der Mengenlehre, Vektorrechnung, komplexen
Zahlen, Integral- und Differentialrechnung sowie der linearen Algebra einzuarbeiten. Zu Beginn des
Kurses werden wir dich mit den Grundlagen vertraut machen. AnschlieRend werden wir Schritt-flr-
Schritt auf die oben genannten Themenpunkte eingehen. Die einzelnen Kurstexte sind Ubersichtlich
gestaltet und mit einer Vielzahl an Grafiken und Beispielen versehen. Aufierdem werden wir dir mithilfe
von Lernvideos die einzelnen Themen nochmals naher erlautern. Du hast jederzeit die Mdglichkeit
deinen Umgang mit Definitionen, Formeln und mathematischen Zusammenhangen anhand von
Ubungsaufgaben zu jedem Themenpunkt zu verbessern. Am Ende eines jeden Kapitels steht eine
Abschlusspriifung an, welche das bereits erlernte Wissen aus dem jeweiligen Kapitel Gberprift.

Wenn du dich mit unserem Kurs auf eine Klausur vorbereitest, dann wirst du dich nach Absolvieren
dieses Kurses sicher flihlen und kannst beruhigt in die Priifung gehen.

Ubrigens — Am Ende das Kurses befindet sich eine Formelsammlung, die alle
relevanten Formeln fur deine Klausur enthalt.

Wir wiinschen dir viel Spaf} und Erfolg,

Dein Ingenieurkurse.de-Team
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1.2 Mengenlehre

1.21 Einfuihrung in die Mengenlehre

¢ MERKE

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Elementen unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

So beschrieb im Jahre 1895 der deutsche Mathematiker Georg Cantor (1845-1918) die priméare
Eigenschaft einer Menge.

Kugeln lassen sich nach Kriterien in Mengen unterteilen

Als Menge wird eine Ansammlung von Elementen bezeichnet. Mengen werden in der Regel
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mit GroBbuchstaben mit einem zusétzlichen Strich dargestellt (z. B. A, B, X, ...). Die Elemente

einer Menge werden durch die Mengenklammern { und } eingeschlossen.

¥  MERKE

Man schreibt: , wenn 2 ein Element von Menge A darstelltund , wenn x
kein Element von A darstellt.

Betrachtet man z. B. die Menge M = {17 2,3, 4} ,s0ist 2 € M , wohingegen 5 ¢ M ist.

Zahlenmengen

Es existieren unterschiedliche Zahlenmengen, welche im Folgenden aufgefihrt werden sollen:

+ N ist die Menge der natiirlichen Zahlen. . Die naturlichen Zahlen sind alle nicht-negativen
ganzen Zahlen. Wenn die Null hinzugezahlt werden soll, so schreibt man:

« 7, ist die Menge der ganzen Zahlen. Diese beinhalten neben den naturlichen Zahlen noch

die negativen ganzen Zahlen. 7Z = {..., —4,—-3,—2,—1,0,1,2,3,4, ...} .

. Q ist die Menge der rationalen Zahlen. Die rationalen Zahlen sind definiert als die Menge

p
der ganzen Zahlen sowie allen Brichen — , furdie gilt p, g € 7, und q 7é 0.
q

+ R ist die Menge aller reellen Zahlen. Die reellen Zahlen sind definiert als die Menge der

rationalen Zahlen plus die Menge der nicht-rationalen Zahlen, wie z. B. \/5 oder 7 .

Es besteht die Moglichkeit, eine Zahlenmenge durch ein zusatzliches, hochgestelltes 4+ oder — zu
versehen. Wird ein 4 an eine Zahlenmenge angefligt, so bedeutet dies, dass alle Zahlen der Menge

grofler als null sind. Wird ein  — angefligt, so bedeutet dies, dass alle Zahlen der Menge kleiner als
null sind. Soll die Null ebenfalls beriicksichtigt werden, so muss diese nach unten gestellt an die Menge
angefligt werden.

Zb’r ist die Menge aller ganzen positiven Zahlen mit Berticksichtigung der Null.
Dies entspricht auch gleichzeitig der Menge aller nattirlichen Zahlen plus null:

Np -

Der Menge aller naturlichen Zahlen kann natirlich kein — angefligt werden, weil
diese nur aus positiven Zahlen besteht.
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Fir []R— werden alle reellen Zahlen kleiner als null bertcksichtigt, wohingegen

far Rg alle reellen Zahlen gréRer gleich null bericksichtigt werden.

Aussagen und Aussageformen

Aussagen kdnnen entweder wahr 1 oder falsch f sein. Es existieren auch Aussagen, die nicht klar

bestimmt sind, die also weder wahr noch falsch sind.

Das 2-fache einer Zahl ist kleiner als 20. Wird fiir die Zahl o — 5 eingesetzt,
so ist diese Aussage wahr, denn 2 .5 < 2() . Wird hingegen fir diese Zahl
x = 15 eingesetzt, so ist diese Aussage falsch, denn 2 . 15 > 2() .

Die gerade beschriebene Formulierung: Das 2-fache einer Zahl ist kleiner als 20 stellt eine
Aussageform dar. Die Aussageform ist also eine Formulierung, welche eine unbekannte Variable
enthalt. Wird fiir diese Variable ein Wert eingesetzt, so entsteht eine Aussage, die entweder wahr oder
falsch ist. Die Werte, die fUr diese unbekannte Variable eingesetzt werden, werden einer Grundmenge
(3 entnommen. Ist keine andere Information gegeben, so wird die Grundmenge immer mit R

angenommen.

In der Mathematik sind typische Aussageformen Gleichungen mit einer oder mehreren Unbekannten.
Setzt man fur die Unbekannte(n) bestimmte Werte ein, so entsteht eine Aussage, die entweder wahr
oder falsch ist.

Die Gleichung 24 = 4x + 16 ist wahr fir:

r=-—-8: —16=—16
Sie ist hingegen falsch fir z. B.

r=5: 10= 36

Es sind nur diejenigen Zahlen von Interesse, die aus der Aussageform (Gleichung) eine wahre
Aussage machen, denn diese Zahlen Idsen die Gleichung und sind damit Elemente der
Lésungsmenge.
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Im Weiteren werden die Mengen mit einfachen GroRbuchstaben {A, B, }
dargestellt.

Angabe von Eigenschaften bei Mengen

Die haufigste Beschreibung einer Menge A geschieht durch die Angabe einer Eigenschaft [F) , die
genau allen Elementen von A zukommt. Man schreibt:

A = {z;z hat die Eigenschaft E}

Zum Beispiel: A = {x; x ist eine ganze Zahl} also "die Menge aller 1« fur die gilt: 1z ist
eine ganze Zahl, ist wiederum genau die Menge A .

Fir die obige Aussageform ware also - — ] eine wahre Aussage und damit Lésungsmenge der

Menge A = {1} .Alle ganzen Zahlen 7, sind demnach Lésungsmenge von A = {Z} .

Alle Elemente der Menge A sollen die Eigenschaft besitzen, eine Ballsportart zu
sein ( f; = Ballsportart). FuRball, Handball, Basketball besitzen diese Eigenschaft
und sind damit . Weitsprung, Skilanglauf und Schwimmen hingegen sind zwar
Sportarten, gehéren aber nicht zu den Ballsportarten und damit Q A.

Unterscheidung von Mengen

1. Eine Menge A , die keine Elemente enthalt, wird mit leer bezeichnet. Enthélt sie mindestens ein
Element, heil’t sie nicht leer.

A= {x c R|x2 4+ 5= ()} . Kein Element 2z kann die Eigenschaft erfillen,
dass die Gleichung den Wert () annimmt, deshalb ist die Menge A leer.
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A={z e R|x2 — 16 =0} . Die Elemente 7 =4 und g = —4
koénnen die Eigenschaft erfillen, dass die Gleichung den Wert () annimmt. Diese

Menge ist demnach nichtleer A = {—4, 4} .

2. Eine Menge A , die endlich viele Elemente enthalt, wird als endlich bezeichnet. Eine Menge heil’t
unendlich, wenn sie nicht endlich ist.

. Es dirfen nur alle natirlichen Zahlen betrachtet werden, also ist die Menge

A={1,2,3,4,5,6} . Die Menge ist endlich.

A= {x c N|x +3> 10} . Auch hier diirfen nur alle natirlichen Zahlen
betrachtet werden, allerdings ist die Menge A hier unendlich, weil fir

7 < 1 < oo die Gleichung erflllt ist, d.h. fir alle natirlichen Zahlen die gréRer
als 7 sind, ist die Gleichung erfillt.

3. Eine unendliche Menge A , dessen Elemente sich als unendliche Folge durchnummerieren lassen,

heil3t abzdhlbar unendlich. Jede nicht abzahlbar unendliche Menge heilt iibberabzahlbar
unendlich.

A={x € R|0 <x <1} heiltiiberabzihlbar unendlich. Hier werden

alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 betrachtet.

A ={x € N|lx + 3 > 10} heiBt hingegen abzéhlbar unendlich, da hier

die Zahlen zwar bis unendlich gehen, aber durchnummeriert werden kdnnen:

A=1{8,9,10,11,...,00}.

4. Eine Menge A und eine Menge [, die keine gemeinsamen Elemente besitzen,
heiRen disjunkte Mengen.
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A={5,6,7} und B ={8,9,10} heiBen disjunkt.

4. Eine Menge A und eine Menge [, die identische Elemente besitzen, heilen dquivalente
Mengen.

A=1{5,6,7} und B ={5,6,7} heiRen dquivalent.

Operationen fiir Aussagen

* Verneinung: nicht A (Symbol: =A)

» Konjunktion: A und B (Symbol: A A B)

+ Disjunktion: A oder B (Symbol: A v B)

+ Implikation: aus A folgt B (Symbol: A= B)

1.2.2 Teilmengen

Obermenge/Teilmenge

Teilmengen beschreiben den Zusammenhang zwischen mindestens zwei Mengen. Ist jedes Element
der Menge A auch ein Element der Menge [, soistdie Menge A eine Teilmenge von [ :

ACB A ist Teilmenge von B

Gegeben sei die Menge A = {(), 1’ 27 37 4, 5’ 6} sowie die Mengen und
C =1{0,1,6,7}.
Die Menge R ist Teilmenge von Menge A, also B C A . Hier ist auch die

Menge A Teilmenge von Menge [ ,also .Die Menge (' hingegen ist keine
Teilmenge von Menge A odervon Menge B .

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele 1V vor 1o


https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

@,‘\\,}ingenieurkurse.de

CUMENT. =\ TEST DOCOUMENT o UTEST DOCOMENT S\ Document doesn’t ook right? We'll help you outl ==\ TEST DOCUMENT '\ TEST DOCUMENT =\ TEST DOCU

Echte Obermenge/echte Teilmenge

Ist jedes Element von A ein Element von B und enthdlt B mindestens ein in A nicht

enthaltenes Element, soist 4 eine echte Teilmenge von 13 :

q
AcCB A ist echte Teilmenge von B

Alternativ kann man sagen, dass A4 echtin [ enthalten ist bzw. dass [ die echte

Obermenge von A darstellt.

B

A=1{2,8}
B={1,2,5,6,8}
AcB

A ist echte Teilmenge von B

Gegeben sei die Menge A = {0,1,2,3,4,5,6} sowie die Mengen
B=1{0,1,2,3,4} und C' ={0,1,6,7}.

Die Menge B ist echte Teilmenge von Menge A, also B C A, weil alle
Elemente von B in A vorkommen und A4 mindestens ein Element

verschieden von [ aufweist. Man kann auch sagen, dass A4 echte Obermenge

von [ ist.

Die Menge (' hingegen ist weder Teilmenge von A nochvon B .

CUMENT S N TEST DOCUMENT SN TESTDOCUMENT = Document doesh’t fook right?- We'lthelpyou outh s N FESTDOCUMEN T N S TES T DOCUMENT = TES T DOCU
Sele 11 von 1o


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/teilmenge-echte-print.png
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ -« ingenieur
Document doesn't look right? We'll help you out!

Gleiche Mengen/unvergleichbare Mengen

Ist jedes Elementvon A ein Element von B und umgekehrt, so hei3en die beiden Mengen gleich.

Besitzt keine Menge ein Element der anderen Menge, so sind diese unvergleichbar und besitzen
keine Relationen.

A=DB+— (AC BA B C A) gleiche Mengen
A+# B<+— (AZ BN B ¢ A) unvergleichbare Mengen

Gegeben seien die Mengen A = {—1,5,6,8,10,12}, und .

Die Mengen A und B sind gleich bzw. dquivalent. Die Mengen A und ()

und die Mengen B und (' sind unvergleichbare Mengen.

1.2.3 Mengenoperationen

1.2.31 Vereinigung von Mengen

Fasst man die Mengen 4 und B zusammen, so erhalt man eine neue Gesamtmenge J/J .
In unserem Beispiel werden dadurch 4 und B zu Teilmengen der Gesamtmenge )|/ . Dies
nennt man auch die Vereinigung von A4 und [ . Es ist hierbei auch zulassig, dass 4 Elemente

beinhaltet, die ebenfalls in B vorhanden sind.

AUB :={x € M|x € Aoder z € B}

Die mathematischen Zeichen := und =: werden verwendet, um eine Definition
einer Seite durch die andere Seite darzustellen. Wobei der Doppelpunkt auf der
zu definierenden Seite steht.
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Das Zeichen |J bedeutet einfach: Die Zusammenfassung aller Elemente, die in
A oderin B oderin beiden enthalten sind.

M=AUB
A={1,2,4,89}
B ={1,3,5,6,9}

A—""
N\ M ={1,2,3,4,5,6,8,9}
B

Vereinigung von Mengen

In der obigen Grafik sind die zwei Mengen A = {1,2,4,8 9} und B ={1,3,5,6,9}
gegeben. Die Vereinigungsmenge )/ — A U B ergibtdann: )M = {1,2,3,4, 5,6,8,9}.

Wichtig: In der Schnittstelle der beiden Mengen sind die Elemente enthalten, die in beiden Mengen
vorkommen. Diese werden bei der Vereinigung aber nur einmal angegeben.

Eine Vereinigung ist eine Zusammenfassung der Elemente mindestens zweier
Mengen, wobei hierbei doppelt vorkommende Elemente nur einmal gezahlt
werden.

In einer Runde von Freunden soll entschieden werden, wohin der nachste
gemeinsame Urlaub gehen soll. Man unterscheidet die Gruppe in jeweils drei
Frauen (Menge A ) und drei Manner (Menge [ ). Eine Frau méchte nach

Griechenland, eine andere nach Schottland, die Dritte nach Polen. Die Manner
wollen jeweils nach Frankreich, England und Polen. Nun haben wir eine
Gesamtmenge von nur fiinf Urlaubszielen, obwohl sechs Vorschlage unterbreitet
wurden. Das liegt daran, dass Polen als Urlaubsland doppelt genannt wurde, es
aber als Vorschlag fur die Urlaubsziele (Gesamtmenge) nur einmal Ubernommen
wird.

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele 1ovon 1o


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/vereinigung-beispiel-print.png
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

1.2.3.2 Durchschnitt von Mengen

Die Durchschnittsmenge (kurz Durchschnitt) ermittelt sich durch die gemeinsamen Elemente von
mindestens zwei Mengen und wird mit dem Symbol (| bezeichnet. Der Durchschnitt der Mengen A

und B wird folgendermaflen zusammengefasst:

q
ANB:={x € M|z € Aund x € B}

Das Zeichen [\ bedeutet einfach: Die Zusammenfassung aller Elemente, die in 4 und in

enthalten sind.

M=ANB

A={1,2,4,89}

A—" \ B ={1,3,5,6,9}
B M ={1.9}

Durchschnitt von Mengen

In der obigen Grafik sind die zwei Mengen A und B gegeben. Die Durchschnittsmenge )/ ergibt
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sich dann, indem die gemeinsamen Elemente der Menge zusammengefasst werden. Demnach ist also
die Schnittstelle beider Mengen gleich dem Durchschnitt der Mengen.

Gegebensei und B = {2, 3} . Die Gesamtmenge }\/ sieht dann wie folgt
aus: M = {2}.

Der Durchschnitt dreier Mengen wird wie folgt zusammengefasst:

Die Zusammenfassung aller Elemente, diein 4 undin B undin (7 enthalten sind.

M=ANBNC
(T A={12489)
A— % B ={1,3,56.9}
\B C={4,57,9,10}
M = {9}

Durchschnitt dreier Mengen

Gegebensei und C' = {c,d, e, f} . Die Gesamtmenge ]/ sieht dann wie
folgtaus: M = {c,d} .
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1.23.3 Differenz von Mengen

Die Differenzmenge umfasst alle Elemente der Menge A , welche nicht auch in der Menge B

enthalten sind. Im Gegensatz dazu, umfasst die Differenzmenge alle Elemente der Menge J,

welche nicht auch in der Menge A enthalten sind.

AB:={zeM|lzre AN x¢ B}

bzw.

Man kann auch vereinfacht sagen:

. A\B = Aohne B
« =BohneA

Zunachst betrachten wir ein Beispiel fur A\B:
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M=A\B
A={1,2,48,9}
B ={1,3,5,6,9}
A—
N M={248)

Differenz: A\ B

Als nachstes betrachten wir B\A:

M=B\A

A={12,4.8,9}

B ={1,3,5,6,9}
B M ={3,5,6}

Differenz: B\A

u
Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4} und B ={3,4,5,6}.

Die Differenzmengen sehen wie folgt aus:
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1234 Komplementirmengen

Die Komplementarmenge ist eine Sonderform der Differenz und wird dann verwendet, wenn bei einer
Mengendefinition eine Grundmenge () angegeben wird.

Die Komplementdrmenge 4 umfasst alle Elemente aus einer gegebenen Grundmenge () , die nicht

zur Menge A gehoren.

A={reMlzecQ A z¢ A}

(2={1,2,3,4,5,6,8,9
A={1,2,4,8,9}

A ={3,5,6)

Komplementarmenge

In der obigen Grafik soll die Komplementdrmenge A bestimmt werden. Hierzu werden alle Elemente
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der Grundmenge () gewahlt, die nicht in der Menge A enthalten sind. Man kann auch sagen A
=nichtin A .

Gegeben sei ein weiteres Beispiel zur Komplementirmenge:

Gegeben seien die Grundmenge () = {—57 -2,0,5,6, 10} und die Menge
A ={-2,0,6} . Wie sieht die Komplementarmenge 4 aus?

Die Komplementarmenge A beinhaltet diejenigen Elemente der Grundmenge
() , die nicht in der Menge A enthalten sind:

A ={-55,10}

1.2.3.5 Produktmengen

Die Produktmenge (in der Mathematik auch kartesisches Produkt genannt) zweier Mengen A4 und
B ist die Menge aller geordneter Paare, die aus den Elementen 5. ¢ A und y € B gebildet

werden konnen.

¢ MERKE

Alle Funktionen und Abbildungen sind als Teilmengen kartesischer Produkte
aufzufassen.

Schreibweise: A X B = {(z,y)|r € Aund y € B}

Hierbei stellt 721 die Anzahl der Elemente von A und N9 die Anzahl der Elemente von R dar.

Die Produktmenge beinhaltet dann geordnete Paare.
Ubertragt man nun diese Paare auf ein kartesisches Koordinatensystem, so erhdlt man ein

Punktegitter von geordneten Paaren (gg, y) in der Koordinatenebene.

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4} und B ={X,Y, Z}.

A besitzt vier Elemente, [ drei Elemente. Die neue Menge A — A x B
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musste also 4 . 3 = 12 Elemente besitzen.

Wir erhalten somit:

AxB ={(1,X),(2,X),(3,X),(4,X),<br > (1,Y),(2,Y),(3,Y),(4,Y), <
br > (1,2),(2,2),(3,7),(4,2)}

Zudem ist es mdglich, das kartesische Produkt aus einer Menge A mit sich selbst zu bilden.

Beinhaltet A eine endliche Anzahl n von Elementen, so erhdlt man eine Elementenanzahl von

Ax A=n?-

Mit der Menge A aus dem obigen Beispiel ware dies: 4 .4 = 16

AxA = {(1,1)(1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (4, 1), (4,2), (4,3), (4,4)}

1.2.3.6 Ubungsbeispiele zur Mengenlehre

In diesem Abschnitt werden einige Ubungsbeispiele zur Mengenlehre aufgefiihrt.

1. Beispiel zur Mengenlehre

Gegeben seien die Grundmenge w = {—2, -1,0,1,2,3,4,5, 6, 7} sowie
die Mengen A = {0,1,2} und B ={1,2,3}.

Fihre bitte die folgenden Mengenoperationen durch:

A U B (Vereinigung)

A N B (Durchschnitt)

A\B und B\ A (Differenz)
B

Wir bilden zunachst die Vereinigung. Hierbei gilt: Alle Elemente, die entwederin A4 oderin [ oder
in beiden enthalten sind, wobei doppelte Elemente einfach gezahlt werden:

AUB=1{0,1,2,3}
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Als nachstes legen wir den Durchschnitt der Mengen fest. Hierbei gilt es, alle Elemente zu
berlicksichtigen, die sowohlin A alsauchin B vorkommen:

ANB = {1,2}

Die Differenzmenge A\B besagt, dass alle Elemente aus A berucksichtigt werden mussen, die

nicht auch in B enthalten sind:

A\B = {0}

Die Differenzmenge B\A besagt, dass alle Elemente aus B bericksichtigt werden mussen, die

nicht auch in 4 enthalten sind:

B\A = {3}

Die Menge B (gelesen: B quer) ist die Menge aller Elemente aus w , welche nichtzu B gehort.

B st die Komplementarmenge von B beziiglich der Grundmenge w .

Das bedeutet also:

B=1{-2-1,0,4,5,6,7}

2. Beispiel zur Mengeniehre

Gegeben seien die Grundmenge N = {:U c Z‘ —5<z< 6} sowie die
Mengen A ={—1,0,1,2}, B=1{2,3,4,5} und C = {0,2,6}.

Fihre bitte die folgenden Mengenoperationen durch:

a) ANB
b) AnNC
c) (ANB)UB
d AUB
e) AUC
) BUC
9 (AuB)UC
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h (ANB)NC
) AN B
) (AnB)uC
Ky (ANB)UC
a) Es wird zunachst der Durchschnitt der Mengen festgelegt. Hierbei gilt es, alle Elemente zu

berticksichtigen, die sowohlin 4 alsauchin B vorkommen:

ANB = {2}

b) Es wird zuerst die Komplementdrmenge (' gebildet. (7 ist die Komplementdrmenge von (

beziglich der Grundmenge }/ .Die Komplementarmenge 6 der Menge (' umfasst alle

Elemente aus der Grundmenge )|/ , die nicht zur Menge (7' gehdren.
C={-5—-4,-3,-2,-1,1,3,4,5}.

Es kann nun der Durchschnitt gebildet werden. Hierbei gilt es alle Elemente zu berltcksichtigen, die
sowohlin A alsauchin (' vorkommen:

ANC={-1,1}

c) Es wird nun die Komplementdrmenge [ gebildet:

B=1{-5-4,-3,-2,-1,0,1,6} -

Anschlief’end wird der Durchschnitt gebildet:

(ANB) ={-1,0,1}

Es wird nun mit dem Ergebnis die Vereinigung mit [ gebildet. Hierbei werden alle Elemente

berucksichtigt, die sowohl in (A U E) als auchin B sowie in beiden vorkommen:

(ANB)UB ={-1,0,1,2,3,4,5}

d) Es wird zunachst die Komplementarmenge von 4 gebildet:
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A={-5-4,-3,-2,3,4,5,6}.

Anschliellend wird die Vereinigung gebildet:

AUB ={-5—-4,-3,-2,2,3,4,5,6}

e) Es wird als nachstes die Vereinigung der Mengen 4 und (' gebildet:

AUC ={-1,0,1,2,6}

f) Danach wird die Vereinigung der Mengen B und (O’ gebildet:

BUC ={0,2,3,4,5,6}

g) Zuerst wird die Vereinigung der Mengen 4 und [ gebildet:

(AUB) ={-1,0,1,2,3,4,5}

Danach wird die Vereinigung aus dem obigen Ergebnis mit der Menge (O’ gebildet:

(AUB)UC:{_170717273747576}

h) Es wird zundchst der Durchschnittaus 4 und [ gebildet:

(AN B) = {2}

Danach wird der Durchschnitt mit (' gebildet:

(AnB)NC ={2}.

i) Die Komplementdrmenge wurde bereits weiter oben bestimmt. Es wird jetzt der Durchschnitt
gebildet:

ANB={3,4,5}
j) Die Komplementdrmengen sind bereits alle oben bestimmt worden. Es wird zunachst der

Durchschnitt gebildet:

(ANB)={-5,-4,-3,-2,6}
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Dann wird die Vereinigung mit (' gebildet:

(ANB)UC = {-5,—4,-3,-2,-1,1,3,4,5,6}

k) Es wird zunachst der Durchschnitt von 4 und [ gebildet:

ANB = {2}

Danach wird die Vereinigung mit (' gebildet:

(AnB)UC =1{0,2,6}

Es wird darauffolgend die Komplementarmenge des obigen Ergebnisses gebildet:
(ANB)UC = {-5,—4,-3,-2,-1,1,3,4,5}

3. Beispiel zur Mengenlehre

Man zeige:

X\(AU B) = (X\A4)N (X\B)

Es werden die Elemente x der linken Seite betrachtet und diese dann so umgeformt, dass folgende
rechte Seite resultiert:

z € X\(AU B)

Die Vereinigung (A U B) bedeutet, dass alle Elemente sowohl in 4 als auch in B als auch in

beiden vorkommen. Bildet man demnach zuerst die Vereinigung, bedeutet dies:

und damit

r € AV x € B (Elementein A oder B)

Das "Oder" \/ ist nicht-ausschlieBend zu verstehen: Die Vereinigung umfasst auch die Elemente,
die in beiden Mengen enthalten sind.
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Es ist die Differenz aus X und der Vereinigung von (A U B) zu bilden. Das bedeutet, alle

Elemente die in X vorkommen, aber nicht in der Vereinigung von A4 und [ . Das kann man
demnach auch schreiben zu:

re XNz g (AUB)

und fir:

reXN(xgAVax&B)

Das bedeutet demnach, dass x ein Elementvon X und Nichtelementvon A oder B ist. x ist
also das Element aus X aber eben nicht aus A oder B oder beiden.

(xeXNxgA)V(re XNz ¢DB)

Das wiederum gibt die Differenz wieder:

(x € X\A)V (x € X\B)

x ist Element von X und nicht von A ODER x ist Element von X und nicht von B .
Dieses ODER entspricht der Vereinigung:

(x € X\A)U (z € X\B)

Zahlenbeispiel zu dieser Aufgabe:

X =1{1,2,3,4,5,6,7}. A={1,2,3}, B={3,4,5}

X\(AUB):
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AUB ={1,2,3,4,5}

X\(AUB) = {6,7} .

(X\A) N (X\B):
X\A = {4,5,6,7}
X\B ={1,2,6,7}
(X\4) N (X\B) = {6.7}

1.24 Rechenregel fiir Mengen

1.241 Kommutativgesetz

In der Mengenlehre sind die Vereinigung und der Durchschnitt kommutative Operationen. Fur die
Mengen A und B gilt somit

AUB=BUA Vereinigung

ANB=BnNA Durchschnitt

Das bedeutet verbal ausgedriickt, dass die Reihenfolge bei der Bildung der Vereinigung bzw. des
Durchschnitts von Mengen unerheblich ist. Es resultiert immer dasselbe Ergebnis.

A U B stellt die Menge aller Elemente dar, die entweder in A oder in [ oder in beiden

vorkommen. Entsprechend gilt auch B | J A . Hierbei handelt es sich um alle Elemente aus 4 und

B.

A N B bedeutet die Menge aller Elemente, die sowohl in 4 als auch in B vorkommen. Das

bedeutet, dass auch B M A gilt. Hierbei handelt es sich um die Schnittmengevon 4 und B .

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4} und B = {3,4,5,6} .

Der Durchschnitt der Menge A N B ist dabei gleich B N A . Es handelt sich also um eine

kommutative Operation:
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Die Vereinigung der Mengen A | B istgleich B (J A :

1.24.2 Assoziativgesetz

Das Assoziativgesetz besagt, dass bei der Verkettung von mathematischen Operationen, diese in
jeder beliebigen Reihenfolge durchgefihrt werden kénnen und das Ergebnis immer gleich ist. Im
Folgenden wird dies anhand des Durchschnitts und der Vereinigung von drei Mengen veranschaulicht

Durchschnitt von drei Mengen

g
Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5,6} und

C' ={4,5,6,7,8} . Wie kann die Schnittmenge A N BN (C gebildet

werden?

1. Méglichkeit: (AN B)NC

Es wird zuerst die Schnittmenge von 4 und B ermittelt und anschlieRend die Schnittmenge aus

diesem Ergebnis mit der Menge (' :
(AN B) ={3,4}

(ANB)NC = {4}

2. Méglichkeit: (BN C)N A
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Es wird zuerst die Schnittmenge von B und (' ermittelt und dann die Schnittmenge aus diesem
Ergebnis mit der Menge A :

(BNC) = {4,5,6)

(BNC)NA={4}

Es existieren noch die 4 weiteren Mdglichkeiten , die alle zum gleichen Ergebnis fihren.

Vereinigung von drei Mengen

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5,6} und
C' ={4,5,6,7,8}. Wie kann die Vereinigung A B U C gebildet

werden?

1. Méglichkeit: (AU B)UC

Es wird zuerst die Vereinigung von A4 und [ ermittelt und dann die Vereinigung aus diesem
Ergebnis mit der Menge (' :

(AUB) = {1,2,3,4,5,6}

(AUB)UC ={1,2,3,4,5,6,7,8}

2. Méglichkeit: (BUC) U A

Es wird zuerst die Vereinigung von B und (' ermittelt und dann die Vereinigung aus diesem

Ergebnis mit der Menge A :
(BUC)=13,4,5,6,7,8}

(BUC)UA=1{1,2,3,4,5,6,7,8}

Es existieren noch die 4 weiteren Mdglichkeiten , die alle zum gleichen Ergebnis flhren.

Document doesn't look right? We'll help you out!

OEeIle L0 VoIl 1O


https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

=~ - iNngenieur

Document doesn’t look right? We'll help you out!

1.24.3 Distributivgesetz

Das Distributivgesetz zeigt die Moglichkeiten auf, die Verkettung von Operationen anders oder
vereinfacht darzustellen, um zum gleichen Ergebnis zu gelangen. Im Weiteren erlautern wir dir das
Distributivgesetzt anhand von Durchschnitt (Schnittmenge), Vereinigung und Differenz von Mengen.

Schnittmenge und Vereinigung

AN(BUC)+— (ANB)U(ANC)

g
Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5,6} und

C = {4,5,6,7,8}.

1. Méglichkeit: AN (B U Q)

Die Vereinigung von B und (O bilden und daraus dann den Durchschnitt (also die Schnittmenge)

mit 4 .
Vereinigung

Schnittmenge

2. Méglichkeit: (AN B)U(ANC)
Den Durchschnittvon 4 und B sowie A und (' bilden und aus diesen dann die Vereinigung.

Schnittmenge
Schnittmenge
Vereinigung
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Vereinigung und Schnittmenge

AU(BNC)+— (AUB)N(AUC(C)

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5,6} und
C'=1{4,5,6,7,8}.

1. Méglichkeit: AU (BN C)

Den Durchschnitt von B und (' bilden und das Ergebnis dann mit A vereinigen.
(BN C)=1{4,5,6} Schnittmenge

AU(BNC)=11,2,3,4,5,6} Vereinigung

2. Méglichkeit: (AU B)N(AUCQ)

Die Vereinigung von 4 und B sowie A und (O bilden und aus diesen dann den Durchschnitt
bilden.

(AUB) ={1,2,3,4,5,6} Vereinigung
(AUC) ={1,2,3,4,5,6,7,8} Vereinigung

(AUB)N(AUC) =1{1,2,3,4,5,6} Schnittmenge

Schnittmenge und Differenz

AN(B\C)+— (AN B)\(ANCOC)

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4}, B ={3,4,5,6} und
C=1{4,5,6,7,8}.

1. Méglichkeit: A N (B\C)
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Die Differenzvon B und (' bilden und dann den Durchschnitt mit 4 bilden.

( B\C ) = {3} Differenz (alle Elemente die in B aber nicht in C enthalten sind)

Schnittmenge

2. Méglichkeit: (AN B)\(ANC)

Den Durchschnitt von 4 und B sowie A und (' bilden und dann die Differenz aus beiden
bilden.

Schnittmenge
Schnittmenge
Differenz

1.24.4 Regel von de Morgan

Im Folgenden stellen wir dir die zwei de Morganschen Regeln vor und verdeutlichen diese anhand
von Beispielen. Die Regeln sind nach dem Mathematiker Augustus De Morgan benannt.

De Morgansche Regel: Vereinigung und Durchschnitt

(AUB)+— ANB

Der Strich Uber der Menge bedeutet, dass diejenigen Elemente betrachtet werden, die NICHT
enthalten sind. Dies entspricht der Komplementdrmenge, welche wir bereits im Abschnitt
Komplementédrmenge eingefihrt haben.

Ausgehend von einer Obermenge X stellen die Mengen A4 und B

Teilmengen dieser Obermenge X dar.
X sei {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4} und B = {3,4,5,6} .

1. Méglichkeit: (A U B) Vereinigung
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Es wird erst die Vereinigungvon 4 und [ gebildet.
AUB ={1,2,3,4,5,6}

Es wird nun die Grundmenge X betrachtet und alle Elemente ausgewahlt, die nichtin A (J B
enthalten sind:

2. Méglichkeit: 4 N

Betrachtung aller Elemente in X' die nichtin A enthalten sind und die nichtin B enthalten sind.
Danach wird aus diesen Elementen der Durchschnitt gebildet.

A= {07 5,6,7,8,9, 10} < zeigt Elemente, die nichtin 4 enthalten sind!

B = {()’ 1,2,7,8.9, 10} < zeigt Elemente, die nichtin 3 enthalten sind!

Es ist deutlich zu erkennen, dass sowohl (A U B) als auch 4 N B zum gleichen Ergebnis
{0,7,8,9,10} fihrt.

De Morgansche Regel: Durchschnitt und Vereinigung

ANB+— AUB

Es wird im Folgenden gezeigt, wie diese Regel angewandt wird.

Ausgehend von einer Obermenge X stellen die Mengen 4 und J

Teilmengen dieser Obermenge X dar.
X sei {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} .

Gegeben seien die Mengen A = {1,2,3,4} und B = {3,4,5,6} .

1. M6glichkeit: A N B Schnittmenge
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Zunéchst wird der Durchschnittaus 4 und B gebildet.
ANB = {3,4}

Es werden nun alle Elemente der Obermenge X betrachtet, welche nicht in der obigen Schnittmenge
enthalten sind:

2. Moglichkeit: A ) B

Es werden wieder alle Elemente der Obermenge X betrachtet, die nichtin A enthalten sind und

alle Elemente, die nichtin B enthalten sind. Aus diesen wird dann die Vereinigung gebildet.
A= {0, 5,6,7,8,9, 10} < Elemente, die nichtin A enthalten sind.

B = {0,1,2,7,8,9,10} < Elemente, die nichtin 3 enthalten sind.

Es ist deutlich zu erkennen, dass sowohl A N B als auch A () B zum gleichen Ergebnis

{07 17 27 57 6, 7, 8, 9, 10} fuhren.

1.3 Reelle Zahlen

Reelle Zahlen umfassen sowohl die rationalen Zahlen (als Bruch darstellbar; endlich oder periodisch)
sowie die irrationalen Zahlen (nicht als Bruch darstellbar; unendlich viele, nicht periodische
Nachkommastellen).

Aso R =Q + 1
Die irrationalen Zahlen werden haufig geschrieben zu:

I= ]R\Q (reelle Zahlen ohne rationale Zahlen).

Bekannte Beispiele fir irrationale Zahlen sind \fQ =1,4142... und die

Kreiszahl 7 = 3,1415... denn diese sind nicht als Bruch darstellbar und

1
haben unendlich viele, nicht periodische Nachkommastellen. Hingegen ist — als

Bruch darstellbar, periodisch und gehért deswegen den rationalen Zahlen an.
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Wie du in der obigen Abbildung siehst, liegen reelle Zahlen immer als endlicher bzw. unendlicher
Dezimalbruch zwischen zwei ganzen Zahlen vor.

¥  MERKE

Zwischen zwei verschiedenen reellen Zahlen liegen unendlich viele weitere reelle
Zahlen.

1.31 Bezeichnung reeller Zahlen

Reelle Zahlen kdnnen bestimmten Beschrankungen (Restriktionen) unterliegen. Sie haben deshalb
zusatzliche Bezeichnungen. In der folgenden Tabelle kannst du diese sehen:

Reelle Zahlen R = {z|z ist eine rationale oder irrationale Zahl}
reelle Zahlen ohne Null R* = {z|x # 0 und z € R}
positive
reelle Zahlen (inkl. Null)
positive reelle Zahlen *
(ohne Null) R* = {z|x > 0und z € R}
negative R_ ={z| <0und z € R}

reelle Zahlen (inkl. Null)

negative reelle Zahlen
(ohne Null)
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1.3.2 Ungleichungen

MERKE

Eine Ungleichung stellt in der Mathematik einen Gré3envergleich zwischen zwei
oder mehreren Werten dar. Eine Ungleichung besagt nicht, dass zwei
Werte gleich sind, sondern dass ein Wert groBer oder kleiner (bzw. groRer-
gleich oder kleiner-gleich) als ein anderer Wert ist.

Hierbei unterscheidet man im Weiteren die strikte Ungleichung von der nicht-strikten Ungleichung.

Strikte Ungleichung

der Wert x ist kleiner als der Wert Y .

oder * > Yy — der Wert x ist gro3er als der Wert Y .

Gegeben sei folgende strikte Ungleichung mit einer Restriktion: 1 > y‘y =3
In diesem Fall kann 2 jeden beliebigen Wert annehmen, so lange der Wert groRer als > 3 ist,
da y=3.

Nicht strikte Ungleichung

der Wert x ist kleiner oder gleich dem Wert ¥ .

oder x > y — der Wert 1 ist gréRer oder gleich dem Wert Y .

Gegeben sei folgende nicht-strikte Ungleichung mit einer Restriktion:
y>zxlr=2.

In diesem Fall kann ¥ jeden beliebigen Wert annehmen der gréoRRer oder gleich dem Wert 9 ist.
Ungleichungen fiir mehrere Werte

Naus x <y <z folgt © <z
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2)aus z <y folgt v+ 2<y+ 2

3)aus x < gy und z > () folgt

Im folgenden Abschnitt werden wir dir Anwendungsbeispiele zur Lésung von
einfachen Ungleichungen, Bruchungleichungen und Betragsungleichungen
vorstellen.

1.3.21 Beispiele: Betragsungleichungen, Bruchungleichungen

In diesem Abschnitt zeigen wir dir Beispiele zur Lésung von einfachen Ungleichungen,
Betragsungleichungen und Bruchungleichungen auf.

¢ MERKE

WICHTIG: Bei der Multiplikation/Division einer Ungleichung mit einer negativen
GroRe, kehrt sich das Ungleichheitszeichen um.

Anwendungsbeispiele: Einfache Ungleichungen

Gegeben sei die folgende Ungleichung:

1 1 - 4
3 2 3

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

Die Ungleichung wird unter Berlicksichtigung des Ungleichheitszeichens nach x umgestellt:

5 4
6 3

6
Nun I6sen wir nach x auf. Da bei der Auflésung nach x die gesamte Gleichung mit — —

multipliziert wird, kehrt sich das Ungleichheitszeichen um:

x>

O] o
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8
{r e R|lx > g}

Gegeben sei die folgende Ungleichung:

1 i 1 - 4
3 2 = 3

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

Die Ungleichung wird unter Berlcksichtigung des Ungleichheitszeichens nach x umgestellt:

d < 4
_:C —_
6 — 3

Nun I6sen wir nach 2 auf.

r < —=
-5

8
{r eRl|z < —5}

Gegeben sei die folgenden Ungleichung:

1 1 4
—rx—cr< -

3 2 3

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

Die Ungleichung wird unter Berlcksichtigung des Ungleichheitszeichens nach 1 umgestellt:

xr <

S| Ot
Q| W~

6
Nun I6sen wir nach x auf. Da bei der Auflésung nach 1 die gesamte Gleichung mit — —

multipliziert wird, kehrt sich das Ungleichheitszeichen um:
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:z:>—§
5

8
{r €Rlz > -2}

Anwendungsbeispiele: Bruchungleichungen

Gegeben sei die folgende Ungleichung:

3r+1

<2
T — 2

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

Zunachst wird der Nenner betrachtet. Da hier bei - — 2 dieser Null wird und durch Null nicht geteilt

werden darf, muss hier - — 92 als Lésung ausgeschlossen werden:

{z € Rlz # 2}

Es wird als nachstes der Nenner auf die andere Seite gebracht. Hierbei muss eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden, da der Nenner positiv oder negativ werden kann.

1.) Fallunterscheidung fir 1 < 2:

Der Nenner wird negativ. Das bedeutet, dass bei der Muliplikation mit dem Nenner das
Ungleichheitszeichen umgedreht werden muss.

3z +1

<2 |
xr— 2

3z+1>2(x—2)

Auflésen nach x ergibt:
3r+1>2xr—4 | -2z
r+1>—-4 | —1

T > —5H

Es resultiert, dass x > -5 ist. Wir haben in der Fallunterscheidung x < 2 gegeben. Wir wissen nun also,
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dass -5 die untere Grenze dieser Fallunterscheidung ist und 2 die obere Grenze:

{reR|-5<x<2}

2.) Fallunterscheidung fir o > 2:

Der Nenner wird positiv. Das bedeutet, dass bei der Muliplikation mit dem Nenner das
Ungleichheitszeichen nicht umgedreht werden muss.

3r+1

— <2 |
T — 2

3z +1< 2z —2)

Aufldsen nach 1z ergibt:
3r+1<2x—4 | -2
r+1l<—-4 1-1

< =5

Die Fallunterscheidung besagt, dass x groRer als 2 ist. Im Ergebnis erhalten wir wir x ist kleiner als -5.
Dies ist ein Widerspruch. Diese Ungleichung ist fir 7 > 2 nicht erflillbar. Werden Werte groRer als

2 eingesetzt, so resultiert niemals ein Wert kleiner als -5. Diese Lésungsmenge ist leer.

L ={} leere Menge

Gegeben sei die folgende Ungleichung:

Sr+2 4

<
r—4 5)

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!
{z € R|x # 4}

Es wird als nachstes der Nenner auf die andere Seite gebracht. Hierbei muss eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden, da der Nenner negativ und positiv werden kann.

1.) Fallunterscheidung fir o < 4 .
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Der Nenner wird negativ. Bei der Multiplikation muss das Ungleichheitszeichen umgedreht werden:

Sr+2 4
< - |(x—4
r—4 5) ( )

4
5x+2>5(:c—4)

Nach x auflosen:

or +2 > 4 16 I 4
x -r—— |—=
5 5) 5
| —2
21 - 26 | 5
_1‘ —_— —_—
5 5 21
- 26
x R
21
x> —1,238

Die Ungleichung kann fir 1 < 4 erfullt werden:

{r eR|—1,238 <z < 4}

2.) Fallunterscheidung fur > 4

Der Nenner wird positiv. Bei der Multiplikation muss das Ungleichheitszeichen nicht umgedreht werden:

Sr+2 4
<= l(z—4
r—4 5) ( )

4
5£C—|—2<5($—4)

Nach x auflosen:

5 +2<4 16 I 4

x -r—— |—=
5) 5) 5)

21 +2< 16 | —2

_l' —_—— R

5 5
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21 2 5

_:I; PR — R
5 5 21
2

TS T

r < —1,238

Diese Ungleichung ist fir - > 4 nicht erflllbar. Werden Werte gréf3er als 4 eingesetzt, so resultiert
niemals ein Wert kleiner als -1,238. Diese L6sungsmenge ist leer.

Gegeben sei die folgende Bruchungleichung:

2 +6 - 6 — 2
x4+ 1 2 + 2

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

Es qgilt zunachst, dass bei - — —1 beide Nenner den Wert null annehmen, weshalb:

{r € Rlx #£ —1}

Beide Briiche werden als nachstes auf eine Seite gebracht:

20 +6 61 — 2

— > ()
T+ 1 20+ 2

Nun klammern wir beim 2. Bruch die Zahl 92 im Nenner und Zahler aus. Ziel ist das Kirzen der 9 im
Nenner:

2r4+6  23x—1)

— > (
xr+1 2(x + 1)
Kirzen der 9 :
2c+6  3r—1

— >0

r+1 T+ 1

Es sind beide Nenner gleichnamig. Deswegen kdnnen die Zahler zusammengezogen werden:
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20 +6— 3z — 1)
r+1

>0

20 +6 —3xr + 1

>0
T+ 1

T—x

> 0
r+1

Fallunterscheidung vornehmen! Bei 4 — —71 wird der Nenner Null. Deshalb wird nun die
Fallunterscheidung vorgenommen.

1.) Auflésen nach x firden Fall ,» > —1 : Der Nenner wird positiv, das Ungleichheitszeichen muss
nicht umgedreht werden.

7T—2x
rz+1

>01-(x+1)

7T—x>0
7T>x

Hier kann eine L6sungsmenge angegeben werden. 1 soll gréBer als —1 , aber kleiner als 7 sein:

{reR—1<zx<T7}

2.) Auflésen nach x fur den Fall p <« —1 : Der Nenner wird negativ, das Ungleichheitszeichen
muss umgedreht werden.

7T—x
rz+1

>01-—(z+1)

T—x<0
T<ux

Hier soll x kleiner als —1 und gleichzeitig groRer als 7 sein. Das ist nicht mdglich, die
Lésungsmenge ist hier leer.

Anwendungsbeispiele: Betragsungleichungen

Gegeben sei die folgende Ungleichung:
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43—z —|z+5 <3

Bestimme bitte alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!

43 —z|—Jx+5<3

Der Betragsterm |3 — g:‘ wechselt bei » — 3 (auflésen nach x ) sein Vorzeichen. Das bedeutet

also bei g > 3 wird der Betragsterm negativ und bei 1 < 3 positiv.

Wird der Betragsterm zu Null, so gehen wir auch davon aus, dass dieser positiv
ist. Deswegen wird bei der Fallunterscheidung z < 3 das < -Zeichen

verwendet, weil die 3 mit eingeschlossen wird.

Der Betragsterm ‘x + 5‘ wechselt bei ; — —F5 sein Vorzeichen. Das bedeutet, dass bei

x > —bH der Betragsterm positiv wird und bei 3 << —5 negativ.

Es werden nun die folgenden Falle betrachtet:
1.Fall: x <« —5

2.Fall: —5<72<3

3.Fall: >3

1.Fall: 7 < —5

43—x)— (—(x+5)) <3

Bei 1 < —5 wird der 1. Betragsterm positiv und der 2. Betragsterm negativ.
12—-4rx+2+5<3

17—-3x <3

—3r < —14
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Da die gesamte Ungleichung beim Aufldsung nach 1 mit einem negativen Wert multipliziert wird,
muss das Ungleichheitszeichen umgedreht werden.

>14
x _
-3

Da fir 3 < —§5 die Ungleichung nicht erfiillt werden kann, ist die Lésungsmenge leer.

2. Fall: —5< <3

43—x)— (x+5) <3

Bei —5 < x < 3 wird der 1. Betragsterm positiv und der 2. Betragsterm positiv.
12 -4 —2—-5<3

7—5r <3

—Hr < —4

Da die gesamte Ungleichung beim Aufldsung nach x mit einem negativen Wert multipliziert wird,
muss das Ungleichheitszeichen umgedreht werden.

>4—08
T > ==
_5 9

Unter der Voraussetzung —5 < 1 < 3 erhélt man als Teilldsung:

3.Fall: > 3

4(—3—-x))—(x+5) <3

Bei wird der 1. Betragsterm negativ und der 2. Betragsterm positiv.
4(-34+2z)—x—5<3

—12+4x—2—-5<3

—17+3x <3

3r <20

Da ein positives Vorzeichen vor dem 1 steht, darf beim Auflédsen nach 2 das Ungleichheitszeichen
nicht umgedreht werden.
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xr <

20
3

Es existiert auch hier eine Losung, da und gz < — = (, 67 eine Losung angeben:

Wir kdnnen beide Teilldsungen zusammenfassen, da die erste Teilldsung 3 einschliel3t und die 2.
Teilldsung bei grofRer 3 beginnt:

Ly U Ly, = [0,8|3] U (3/6,67] = [0,8]6,67]

Gegeben sei die folgende Ungleichung:
|z + 5| — |x — 2| < ||

Bestimme alle reellen Lésungen dieser Ungleichung!
|z 4+ 5] — |z — 2| < |z|
Der Betragsterm ]x + 5‘ wechselt bei (auflésen nach x) o = —5 sein Vorzeichen. Das

bedeutet also bei x > —5 wird der Betragsterm positiv und bei 3 << —5 negativ.

Der Betragsterm ‘x — 2‘ wechselt bei ; — 2 sein Vorzeichen. Das bedeutet, dass bei 1 > 2

der Betragsterm positiv wird und bei 1 < 2 negativ.
Der Betragsterm ]:1;] wechselt bei 5 = () sein Vorzeichen. Das bedeutet, dass bei x > () der

Betragsterm positiv wird und bei 3 < () negativ.

Es werden nun die folgenden Falle unterschieden:
1.Fal: <« —5

2.Fall: —5<2<0

3.Fal: 0 <x<?2

4.Fall: x > 2
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1.Fall: < _5
—(r+5) = (=(r-2)) < —=

Alle drei Betragsterme werden fir - < —5 negativ.
—r—-5—(—r+2)< —x

—rz—b+x—-2<—x

Da hier kein Widerspruch besteht und keine Untergrenze resultiert, kann x Werte bis Minus unendlich
annehmen.

Es ergibt sich die Teillésung:

{z €eR| — 00 <z < -5}

2Fall: —5<z<0
(x+5)—(—(x—2)) < —x
Der erste Term wird positiv und die beiden anderen Terme negativ.

r+db+zx—2<—x

r < —1

Es ergibt sich die Teilldsung:

{reR-5<x< -1}

3.Fall: 0 <z <2
(x4+5)—(—(x—2) <=z

Der erste Term wird positiv, der 2. Term negativ und der 3. Term positiv.

Document doesn't look right? We'll help you out!

OEeIle 40 VOIl 1O


https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

Da die Ungleichung fir () < 2 < 2 nicht erfiillt werden kann, ist die L6sungsmenge leer.

4.Fall: x > 2
(z+5)—(z—-2) <z

Alle Terme werden positiv.

T<x

Es ergibt sich die Teilldsung:

{zr e R|7T <z < o0}

1.3.3 Intervalle

g

Intervalle geben immer einen Bereich auf dem Zahlenstrahl an. Man unterscheidet
folgende Intervalle:

» abgeschlossenes Intervall
« offenes Intervall
¢ halboffenes Intervall

¢ unendliches Intervall

Abgeschlossenes Intervall

Das abgeschlossene Intervall [a,b] := {z € Rla < x < b} beinhaltet a und } als

Randpunkte. Das bedeutet, dass sowohl ¢ als auch } zu dem Intervall gehdren.
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Zu dem Intervall [4, 5] gehdren die Werte 4 und §5 sowie alle Werte die

zwischen 4 und 5 liegen.

Offenes Intervall

Das offene Intervall (a, b) e {x c ]R‘a <r< b} beinhaltet die Randpunkt ¢ und } nicht.

Das bedeutet, dass alle Werte zwischen ¢ und } zum Intervall gehdéren, a und } selbst jedoch
nicht.

Zu dem Intervall (4, 5) gehoren die Werte 4 und 5 nicht, jedoch alle Werte

die zwischen 4 und § liegen.

Halboffenes Intervall

Das halboffene Intervall (a,b] := {z € R|la < x < b} beinhaltet nur den Randpunkt p,
hingegen beinhaltet [a, b) := {z € R|a < x < b} nurden Randpunkt @ .

Zu dem Intervall (47 5] gehdren der Wert ;5 sowie alle Werte die zwischen 4

und 5 liegen, jedoch nicht der Wert 4 .

Unendliches Intervall

Das unendliche Intervall sieht folgendermalen aus:

(—00,b] := {x € R|z < b} dieses Intervall hat eine geschlossene rechte Grenze und eine

linke unendliche Grenze.

dieses Intervall hat eine geschlossene linke Grenze und eine rechte unendliche Grenze.

Document doesn't look right? We'll help you out!

oelle 40 VoIl 1o


https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

a
- -
b ® -
c ’4—»1
d @ @
. ==

Unendliches Intervall (-00, 0o)
Halboffenes Intervall [0, oo)
Offenes Intervall (0, 3)
Abgeschlossenes Intervall [0, 3]

o0 ocw

Intervallarten

1.3.4 Schranken (Supremum, Infimum)

Ist eine Menge nach oben oder nach unten beschrankt, so existiert eine obere oder eine untere
Schranke.

Obere und untere Schranke

Eine Menge )|/ reeller Zahlen ist nach oben beschrankt, wenn )/ C (—oo, b] mt p ¢ R.In

diesem Fall ist |, eine obere Schranke von }\f .

Eine Menge J\/ reeller Zahlen ist nach unten beschréankt, wenn )/ C [a, oo) mt g € R.In

diesem Fallist g eine untere Schranke von }J .

Eine Menge )/ reeller Zahlen ist beschrankt, wenn sie eine untere Schranke @ und eine obere

Schranke }, besitzt. Es git M C [a, b] .

Supremum

Das Supremum einer Menge }\/ ist ein Element, welches oberhalb (jenseits) aller anderen
Elemente in )/ liegt. Das bedeutet, dass das Supremum nicht nur das grofite Element unter den
anderen Elementen sein muss, sondern auch jenseits der Menge }\/ liegen kann. Das Supremum ist

dabei das kleinste Element oberhalb der anderen Elemente. Das Supremum ist also die kleinste obere
Schranke einer Menge.

g

Definition
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Eine Zahl s heilt kleinste obere Schranke oder Supremum von

M — s = sup(M),
(i) wenn s eine obere Schranke von )|/ istund

(i) wenn z ebenfalls eine obere Schranke von }/ istundesgilt s < z.

Gegeben sei die Menge M = {x cER:x < 4} C R. Was ist das

Supremum von A\/[ ?

Das Supremum von })/ istin diesem Beispiel Sup(M) = 4 . Die 4 isteine obere Schranke von
M , da diese grofder oder gleich (in diesem Fall sogar grofer) als jedes Element von }\/ ist. Die 4
liegt also oberhalb (jenseits) aller anderen Elemente. Eine weitere obere Schranke ware die Zahl ¢ .
Allerdings suchen wir die kleinste obere Schranke. Daher ist die 4 die kleinste obere Schranke von

M und somit das Supremum.

¥  MERKE

Ist )/ nach oben beschrankt, so wird die kleinste obere Schranke s als
Supremum von )/ bezeichnet.

— s = sup(M)

Infimum

Analog gilt nun fir den Begriff Infimum, dass ein Infimum nichts anderes ist als die grofte untere
Schranke. Es handelt sich also um das gréfite Element, welches unterhalb aller anderen Elemente in

M liegt.

g

Definition
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Eine Zahl s heildt groBte untere Schranke oder Infimum von

(i) wenn s ist eine untere Schranke von }\/ und

(i) wenn 2z ebenfalls eine untere Schranke von }\/ istundesgilt s > 2.

Gegeben sei die Menge N C (3, 4] . Was ist das Infimum und Supremum von
M ?

Das Infimum von J ist inf(M) = 3 . Dieser Wert liegt unterhalb (und in diesem Fall auch

aullerhalb) der anderen Elemente und stellt den grofiten unteren Wert dar und ist damit die grofite
untere Schranke (hingegen ware 92 auch eine untere Schranken, aber eben nicht die groBte untere

Schranke). Das Supremum von )/ ist sup(M) = 4 . Dieser Wert liegt oberhalb aller anderen

Elemente (in diesem Fall aber noch innerhalb) und stellt den kleinsten oberen Wert dar und ist damit
die kleinste obere Schranke von }\[ .

¥  MERKE

Ist )/ nach unten beschrankt, so wird die groRte untere Schranke s als
Infimum von )/ bezeichnet.

— s =inf(M)

1.3.5 Betrage

Definition

Der Betrag || einer reellen Zahl 5 ¢ R ist definiert durch:

Die Werte zwischen den Betragsstrichen kénnen sowohl positiv als auch negativ
sein. Die Betragsstriche bedeuten mathematisch nichts anderes als die
Aufforderung, bei der Zahl oder dem Term schlicht die Vorzeichen nicht zu
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berlcksichtigen.

Der Betrag wird immer dann angewendet, wenn es fiir ein Ergebnis nicht darauf ankommt, ob dieses
positiv oder negativ ist. Ein Beispiel fir die Berechnung mit Betréagen sind statistische Untersuchungen
Uber Abweichungen eines bestimmten Wertes. Dabei ist es haufig nicht wichtig, ob die Abweichung
positiv oder negativ ist, es kommt nur auf die absolute GréRRe der Abweichung an.

Ein Backereibetrieb hat seit langerem das Problem, dass die Brétchen nicht richtig
gebacken werden. Deshalb wird an einem Tag alle 60 Minuten die Temperatur
der Ofen gemessen. Die optimale Temperatur liegt bei . Folgende Werte sind
innerhalb von 4 Stunden ermittelt worden: und . Wie hoch ist die mittlere
Abweichung vom optimalen Wert?

Die Abweichungen vom optimalen Wert betragen: —20, —40,20 und 4() . Wiirden bei der

Ermittlung des  Mittelwertes die  Vorzeichen  berlcksichtigt, so lage dieser bei

—20+(—40)+20+40_0_0
4 IV

und es wurde keine Abweichung resultieren. Demnach muss die negative Abweichung vom optimalen
| —20] + | —40/ +20+40 120
4 4

Wert als Betrag gesehen werden: = 3( - Die mittlere

Abweichung betragt also vom optimalen Wert.

¢  MERKE

Der Betrag einer Zahl oder eines Ausdrucks ist stets positiv.

Rechenregeln

Aus der obigen Definition ergeben sich Rechenregeln, die im Folgenden aufgefiihrt sind:

@ —la| <a<a

®) | —al=]q
(© |ab] = |al|b|
(d) |%|:% wenn b £ ()
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(e)

Dreiecksungleichung

Aus  —la| <a<|a|] und —|b <b< D
folgt - —(la| +[b]) < (a +b) < |af + [b]

also giltfiralle a,b € R :

¢ MERKE

Dreiecksungleichung: |a 4= b| < |a‘ + |b‘

Die Dreiecksungleichung besagt, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten PP, und

P, stetsder direkte Weg (geradlinige Verbindung) ist.

2]

2y
o
<

Py

Dreiecksungleichung

—

Das bedeutet also, dass die Strecke g und die Strecke g zusammen langer sind als die Strecke
a+b-

Beweis der Dreiecksungleichung

Es gilt:

Wenn ¢ < |a| und 1) und
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wenn —q < |a| und (2
Fir (a+b) und —(a+b) gitauch |a+ b|.

Zusammenfassen von (1) und (2) ergibt: |a + b| < |a| + [D]

1.3.6  Vollstindige Induktion

Die vollstandige Induktion ist eine Beweismethode aus der Mathematik. Diese Beweismethode besagt,
dass eine Aussage A(n) far alle nattrlichen Zahlen 7, € N =zutrifft. Bei der Anwendung dieser

Methode steht am Anfang stets eine Behauptung, anschlieRend folgt der Beweis.

¢ MERKE

A(n) bedeutet, dass Aussage A von einer natirlichen Zahl 7, € N
abhéangt.

Die Induktion wird in zwei Schritten durchgefihrt:

1. Induktionsschritt: A (1), d. h. die Aussage gilt fir , = 1

2. Induktionsschritt: A(n + 1), d. h. fir alle natiirlich Zahlen 7, > 1 folgt aus
A(n) die Aussage A(n + 1)

Sind 1. und 2. erfiillt so ist der Beweis erbracht.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir dir Beispiele fir die Anwendung der
vollstandigen Induktion.

1.3.6.1 Beispiele: Volistindige Induktion

In diesem Beispiel zeigen wir einige Beispiele fiir die Anwendung der vollstandigen Induktion.
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Beispiel 1 zur vollstandigen Induktion

Die GauBRsche Summenformel stellt einen einfachen Fall von vollstéandiger
Induktion dar:

Aussage: (Die Herleitung dieser Formel ist hierbei irrelevant).

Prife diese Aussage mittels vollstandiger Induktion!

Die linke Seite der obigen Aussage ist nichts anderes alls die Summe der natirlichen Zahlen:
n
>
i=1

Demnach ergibt sich die obige Aussage zu:

Summenformel

1. Induktionsschritt:
n=1

(linke Seite):

(rechte Seite):

1+1)
-

2. Induktionsschritt:

2(2+1)
2

und = 3 (Aussage stimmt)

(Aussage stimmt)

Dies lasst sich bis unendlich (theoretisch) fortfiihren. Wir setzen also §, — [k, dabei ist L eine
beliebige Zahl:
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k

k(k+1
(1) ZZ:%
=1

Gilt dieser Ausdruck fiir 9, — k , so gilt er auch fir jede darauffolgende Zahl L 1 . Wir setzen nun

k+ 1 ein:

k+1
(2) Z@ = (k * 1)2(k L 2) Soll bewiesen werden
=l

Um Gleichung (2) zu beweisen betrachten wir Gleichung (1) und berticksichtigen ; = k + 1, indem
wir dieses am Ende der Gleichung (auf beiden Seiten) hinzuaddieren:

(3) Zi+(k+1):@+(k+1)

Es wird demnach von ¢ = 1, ..., k die Summe gebildet und fir §; = k 4 1

am Ende des Terms aufaddiert. Wichtig ist hierbei, dass §; = L 4+ 1 auf der

linken Seite eingesetzt wird und der resultierende Term auf der rechten Seite
ebenfalls berlicksichtigt wird.

Der nachste Schritt ist nun, dass Gleichung (2) und (3) miteinander verglichen werden sollen. Sind also
die beiden Ausdriicke identisch?
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> it (k+1)

Beide berlicksichtigen die Summe von ; — 1 bis Lk + 1. In der ersten Gleichung hingegen, ist

die Zahl [ 4 1 innerhalb der Summe bertcksichtigt, in der zweiten Gleichung als Summand hinten

angehangt.

Wir beginnen mit Gleichung (3):

|auf einen Nenner bringen

|Zusammenfassen

k

. k? + 3k + 2
Si (1) = S
1=1

Als nachstes betrachten wir die Gleichung (2):

k+1

Zi_ (k+1)(k+2)

- 2

=1

%z— (k% + 2k + 1k + 2)
N 2

=1

[Zusammenfassen

Das Ergebnis ist identisch, wir haben also den Beweis erbracht, dass die obige Aussage wahr ist!

Beispiel 2 zur vollstandigen Induktion

Aussage: Die Summe 121+ 32 1+ 524+ . & (2n — 1)2 der ungeraden

(2n—1)-(2n+1)

Quadratzahlen bis 2y, — ] st n

3
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Wir kdnnen hier die linke Seite wieder in Summenform schreiben:

1. Induktionsschritt:

A(1),d. h. die Aussage gilt fir , = 1 .
Einsetzenvon n, — 1:
1
(linke Seite): Z (2-1— 1 =1
1=1

1-(2:1-1)-(2-1+1)

(rechte Seite): =1
3

Die Behauptung istim Fall ¢, — 1 richtig.

2. Induktionsschritt:

Einsetzenvon 9, = 2:

(linke Seite):

(rechte Seite): 2 (2 2- 1) . (2 2+ 1) =10

3

Auch fir 7 = 92 ist diese Aussage wahr. Wir missen uns jetzt die Frage stellen, ob die Aussage fir
alle naturlichen Zahlen gilt.

Wir setzen wieder y, — [, dabeiist [ eine beliebige Zahl:

m S i1y = k(2k — 1)3. (2k + 1)

i=1

Gilt dieser Ausdruck fir 9, — k , so gilt er auch fiir jede darauffolgende Zahl L 1 . Wir setzen nun

oelle 0o von 1o
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k+ 1 ein:
— (k4 1)2(k +1) — 1) - (2(k + 1) + 1)
(2) 2i —1)* = Soll
;( ) z

beweisen werden

Um Gleichung (2) zu beweisen betrachten wir Gleichung (1) und beriicksichtigen § = k + 1, indem
wir dieses am Ende der Gleichung (auf beiden Seiten) hinzuaddieren:

Wenn wir § =k + 1 einsetzen, so erhalten wir auf der linken Seite

(2(k+1) — 1)2. Diesen Term missen wir auch auf der rechten Seite

berlcksichtigen.

Der nachste Schritt ist nun, dass Gleichung (2) und (3) miteinander verglichen werden sollen. Sind also
die beiden Ausdrticke identisch?

Z(Qz’ —1)?
> (20— 1)+ 2k +1) —1)°

Beide berlicksichtigen die Summe von § — 1 bis k + 1. In der ersten Gleichung hingegen, ist

die Zahl [ 4 1 innerhalb der Summe berticksichtigt, in der zweiten Gleichung als Summand hinten
angehangt.

Wir beginnen mit der Gleichung (3):
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k

» @i-1)7+@2k+1)-1)° =

=1

Alles auf einen Nenner bringen:

k

d @i-1)P+@2k+1)-1) =

=1

Klammern auflosen:

d @i-17+@2k+1)-1) =
d @i-1)7+@2k+1)-1) =

Binomische Formel anwenden:

k

d @i—174+@2k+1)-1) =
Y @i-17+@2k+1)-1) =
Y @2i-1)+2k+1)—1)° =
d @i-17+@2k+1)-1) =

k(2% — 1) - (2k + 1)
3

4+ (2(k +1) — 1)

32(k+1) —1)?

K2k —1)-(2k+1) |

3 3
k(4k*> +2k —2k —1) 32k +2—1)?
3 3
4k —k  3(2k +1)?
3 3
4k3 — k N 3(4k* + 4k + 1)
3 3
4k — k12K + 12k +3
3 3

4k3 — k + 12k%2 + 12k + 3

3

4k3 +12k% + 11k + 3

3

Als nachstes betrachten wir die Gleichung (2) und fassen diese so weit wie mdglich zusammen:

k+1

=1

(o1~ EHD@ETD -1 @+ 4D

3
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k+1

Z(%_ 1y = (k+1)2k+2—-1)-(2k+2+1)

‘ N 3

=1

k+1

ﬁégﬁ%f:jk+n@k+n-@k+$

. 3

1=1

35@%_D1_9H+w+ak+n-@k+a

. N 3

=1

kt1 3 2 2

E:@ﬁ_ng_(ﬁx+6k+ﬁk%4%+2k+$
B 3

=1

Wir erhalten fir beide Gleichungen dasselbe Ergebnis, also dieselbe rechte Seite. Damit ist die
Aussage wahr!

Beispiel 3 zur vollstandigen Induktion

Aussage: A(n) = n2 -+ n, ergibt stets eine durch zwei-teilbare, gerade Zahl!

Diese Aussage gilt fur alle natlrlichen Zahlen 7, > () . Prife diese Aussage

mittels vollstandiger Induktion!

Hier mal ein anderer Aufgabentyp zur vollstandigen Induktion:

1. Induktionsschritt
n=1:124+1=2

2 ist eine gerade Zahl und damit durch 2 teilbar!

2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Angenommen die Aussage gilt fir 1, d.h. 2 + n isteine gerade Zahl.

Zu zeigen ist das diese Behauptung auch fir n, 4+ 1 gilt:
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(n+1)%+ (n+1)

n+n+1+n+1

So zusammenfassen, dass die Induktionsvoraussetung gegeben ist:

(n? 4+n) +2n + 2
(n*4+n)+2(n+1)

Da nach Induktionsvoraussetzung (n2 + n) eine gerade Zahl ist und Z(n -+ 1) ein ganzzahliges

Vielfaches von 2 ist, ist auch die Summe (n2 + n) + Q(n + 1) eine gerade Zahl.

Beispiel 4 zur vollstandigen Induktion

3

Aussage: 3 ist stets ein Teiler von A(n) —n’ —n firalle n € N

1. Induktionsschritt:

n=1:12—1=0 — 3 isteinTeilervon ().

2. Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Angenommen die Aussage gilt fir ., d.h. ;3 _ , ist stets ein Teiler von
3.

Zu zeigen ist das diese Behauptung auch far n, 4+ 1 gilt:
n4+1:n+1)"3 - (n + 1) (n+1) \cdot (n+1) \cdot (n+1) - (n+1) < /p ><p > n"3+3n"2 +
3n+1-n-1< /p><p><br> Zusammenziehen, sodassobigeForm n"3 -n 3

handelt(Induktionsvorraussetzung) :< /[p ><p> (M3 - n}+ 3n"2 + 3n
< /p><p> (M3-n)+3(n"2+n)$

Auch der zweite Term ist infolge der Multiplikation der Klammer mit 3 immer durch 3 teilbar!
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1.3.7 Fakultat und Binomialkoeffizienten

Fakultat

Die Fakultat n! ist ein wichtiges Produkt in der Mathematik und wird sehr haufig in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik verwendet.

g

Definition
Far alle naturlichen Zahlen gilt:

ol=1

Zahlenbeispiele Fakultat
0l=1

1'=1

41=4-3-2-1=24

5!=5-4-3-2-1=120

Mit n(n — 1)! ergibt sich dasselbe Ergebnis:

n=>,:

5-(5—1)l=5-41=5-4-3.2.1=120

3 verschieden farbige Billardkugeln (rot, blau, grin) sollen nacheinander
eingelocht werden. Wie viele Variationen einer Reihenfolge ergeben sich?
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Es ergeben sich verschiedene Varianten einer Reihenfolge:
(1) rot, blau, griin; (2) rot, grin, blau; (3) blau, griin, rot; (4) blau, rot, grin; (5) griin, rot,

blau; (6) griin, blau, rot

Binomialkoeffizienten

g

Fur zwei ganze Zahlen n, keN, n > k bezeichnet man die ganze Zahl

(:) =

als Binomialkoeffizient.

Pascalsche Dreieck

Wichtig sind folgende Eigenschaften der Binomialkoeffizienten, welche ihre Berechnung aus dem
Pascalschen Dreieck nach Blaise Pascal (1623-1662) erlauben:

MERKE

n
Es gibt (k) Méglichkeiten aus insgesamt 7, Elementen genau [

auszuwahlen.

Document doesn't look right? We'll help you out!

oelle o4 von 1o


https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248097?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ -« ingenieur
Document doesn't look right? We'll help you out!

5 5-4-3-2-1
4/ 4-3.2-1

Anstelle die obigen Fakultaten 5! und 4! komplett aufzuschreiben, kénnen wir hier auch ab Fakiltat 3!
im Zahler und Nenner kurzen:

5 5-4-3! )
= |kiirzen
4 4 - 3!

()-5t-

Anwendungsbeispiel: Binominalkoeffizient

Beim Lotto 6 aus 49 ist die Anzahl der mdglichen Ziehungen 49 Uber 6:

Mk Pk Bk A3k A4 x A5 % 46 x AT x A8 % 49 44 x 45 % 46 x AT x 48 x 49

(1%2%3%...x5%6)(Ax 2% Bx.x A3)  1x2%3%..%x5%6
13.983.816

verschiedene Moglichkeiten 6 "Richtige" zu ziehen.

In diesem Beispiel kdnnen wir den Wert auch gut ohne Fakultdt berechnen, da
sich der Nenner und der Zahler grétenteils wegkirzen. Weitere Beispiele findest
Du am Ende das Kapitels unter Anwendungsbeispiele: Mengenlehre und reelle
Zahlen.
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1.4 Anwendungsbeispiele: Mengenlehre und reelle Zahlen

In diesem Abschnitt folgen einige Anwendungsbeispiele zu den vorherigen Abschnitten.

Intervalle

Gegeben seien die folgenden Intervalle der reellen Zahlen:
a) offenes Intervall von 3 bis —
b) rechts halboffenes Intervall von I bis To

c) links halboffenes Intervall von § bis 2

d) geschlossenes Intervallvon —15 bis ()
e) das Intervall aller Zahlen groRer oder gleich 3
f) das Intervall aller Zahlen kleiner als 9

Gib bitte diese als Klammerausdruck und in beschreibender Weise wieder!

14

a) (3, —
( ) 3)
b) [xlaxQ)

{r e Rlz; < x < 29}
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e) [3,00)

{z e RI3 <z}

f) (—o0,2)

{z e Rz < 2}

Bestimme bitte jeweils, ob es sich bei den angegebenen Mengen um Intervalle
handelt. Gib in diesem Fall bitte die Intervallschreibweise an!

a) [0,1] U (1, 2]

b)

f {z%|x € R}

9) {r € Rlx <0}

) {%p: € N}

a) [0,1]U(1,2]

Es handelt sich hierbei um die Zahlen von einschliellich 0 bis einschliellich 1 und um die Zahlen von
ausschlieBlich 1 bis einschlief3lich 2. Diese sollen nun miteinander vereinigt werden. Es handelt sich
demnach um die Zahlen von einschlie3lich 0 bis einschlieBlich 2:
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0, 2]

b)

Hierbei handelt es sich um kein Intervall. Denn es existiert eine Licke zwischen null und zwei.

— (0,2)

c)

Hier muss der Durchschnitt gebildet werden. Dieser beinhaltet die Zahlen aus dem linken UND aus
dem rechten Intervall. Die —92 wird im rechten Intervall ausgeschlossen und darf somit nicht zum

Durchschnitt gezahlt werden. Die 4 kommt dafir im linken Intervall nicht vor und darf demnach
ebenfalls nicht zum Durchschnitt gezahlt werden. Das linke Intervall geht nur bis einschlie8lich 3 . Die
3 kommt auch um rechten Intervall vor, demnach wird sie mitbericksichtigt:

(_27 3]

9 (2,5]\(4,5]
Hier ist die Differenz zu bilden. Wortlich bedeutet dies: (2, 5] ohne (4, 5]

— (2,4]

e)

Hier muss der Durchschnitt gebildet werden. Dieser beinhaltet die Zahlen aus dem linken UND
aus dem rechten Intervall. Die ] wird im rechten Intervall ausgeschlossen und darf somit nicht

zum Durchschnitt gezahlt werden. Sie stellt die linke Grenze dar. Die 5 wird in beiden Intervallen
berlicksichtigt und stellt die rechte Grenze dar:

(1,5]

) {2*|z € R}

Aufgrund des Quadrates werden aus negativen ebenfalls positive Zahlen. Die Ergebnisse befinden
sich demnach im Intervall:

[0, 00)

9) {r € Rlx <0}
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1
h) {—|z € N}
T

Hierbei handelt es sich um kein Intervall. Setzen wir fir 2 nur nattrliche Zahlen N = {1,2,3, ..}

1
ein, so ergeben sich die Werte — — {17 0,5,0,333, } . Das sind Zahlen zwischen () und ]
x

, jedoch nicht alle Zahlen zwischen () und ] . Zum Beispiel ist die Zahl (), 55 dort nicht enthalten,

weshalb wir hier von keinem Intervall sprechen kénnen.

Supremum, Infimum

Gib bitte das Supremum bzw. Infimum an! Handelt es sich hierbei auch um
Maxima bzw. Minima?

a) [0, 2]

b) (0,2)

c) {2,6}

o {m e}

e) {1+ l|n € N}

n

f) {0}

9) [0,2] U [3,4]

h) {z € Q|z < 3}

) {z € Q|z* <9}

) {z€Q|z? <5}
Die kleinere Zahl ist stets das Infimum und die gréRere Zahl das Supremum. Wird die kleinere Zahl mit

eingeschlossen, so liegt ebenfalls ein Minimum vor, wird die gréfiere Zahl mit eingeschlossen so liegt
zusatzlich ein Maximum vor.

a) [0, 2]

0(inf, min), 2(sup, max) —> Die Zahl () istdas Infimum und das Minimum. Die Zahl 2 ist

das Supremum und das Maximum.
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b) (0,2)

0(inf),2(sup) —> Die Zahl () ist das Infimum, aber nicht das Minimum, da diese

ausgeschlossen wird. Die Zahl 9 ist das Supremum, aber nicht das Maximum, da diese
ausgeschlossen wird.

c) {2,6}

2(inf, min), 6(sup, max) —> Die Zahl 2 istdas Infimum und das Minimum. Die Zahl § ist

das Supremum und das Maximum.
@) {m,e}

e(inf, min), ﬁ(sup, maay) —— Die geschweiften Klammern geben nur die Menge der Zahlen
wider. Hierbei ist dies zum einen die Kreiszahl m = 3, 14159 und zum anderen die Eulersche-Zahl

e = 2, 71828 . Die Eulersche-Zahl ist kleiner als die Kreiszahl, weshalb ¢ Infimum und gleichzeitig

Minimum und 71 Supremum und gleichzeitig Maximum ist.
1

e) {1+ —|n e N}
n

1(z'nf)7 Q(Sup, magc) — Die natiirlichen Zahlen sind N = {17 2,3, } . Gibt man nun die
kleinste natlrliche Zahl 1 ein,sowird ] 4 — = 2 . Das bedeutet also hier liegt das Supremum und

n
gleichzeitig das Maximum vor. Gibt man fir die groRte natlirliche Zahl naherungsweise eine sehr grol3e

1
gerade Zahl ein, so strebt der Term 1 | — gegen ] .Die ] wird aber nur erreicht, wenn der Wert
n

() eingegeben wird und dieser gehdrt sich zu den natirlichen Zahlen. Deswegen ist die ] zwar das
Infimum aber nicht das Minimum.

f) {0}
0(inf, min), 0(sup, max)
9) [0,2] U [3,4]

Die Vereinigung der beiden Intervalle. Das bedeutet, alle Zahlen, die im ersten und im zweiten sowie in
beiden vorkommen, wobei doppelte Zahlen einfach gezahlt werden. Das Intervall ergibt sich dann zu:

[0, 4]

0(inf, min), 4(sup, max)

h) {z € Q|z < 3}
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Es exsitiert kein Infiumum und demnach auch kein Minimum, da das Intervall nach unten unbeschrankt
ist. Nach oben ist es aber beschrankt und es gilt:

—, 3(sup)

) {2z €Ql2* <9}

—3(inf),3(sup) —> Aufiésen nach z ergibt: - — 44/9 und damit z; =3 und
29 = —3 .

) {z€Q2* <5}

—V/5(inf), V5(sup)

Mengen: Vereinigung und Machtigkeit

Fir endliche Mengen ist die Machtigkeit gleich der Anzahl der Elemente der
Menge. Bestimme bitte die Machtigkeit folgender Mengen!

a) A=1{1,234}
b) B ={a,b,c, 10}
o) C=AUBU{0,..., 12}

d) D=(AUB)N{0,...,12}

Die Machtigkeit einer Menge X wird durch | X'| angegeben.

a) Al =14
b) |B| =14

c) Wir bilden zunachst die Vereinigung der Mengen 4 und [ aus den Aufgaben a) und b).
— C=AUB={1,2,3,4,a,b,¢,10}

C] = 16
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d) Wir bilden wieder zundchst die Vereinigung der Mengen 4 und .

D=5

Binominalkoeffizient

Wieviele Mdglichkeiten gibt es, aus einem Skatspiel (32 Karten) ein Blatt aus 10
Karten zu bekommen?

1-2-..10-...-32
101,210,222

Kirzen von 1 bis 10 im Zahler und Nenner:

C11-..-32
1011 ... - 22

Kirzen von 11 bis 22 im Zahler und Nenner:

_23-..-32
N 10!

C23-..-32
1-2-...-10

23-24-25-26-27-28-29-30-31-32

= 64.512.24
1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 64.5 0
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Wie groB} ist dabei die Wahrscheinlichkeit exakt 2 Damen und 4 Koénige zu
bekommen?

Es sollen aus 4 Damen 2 gezogen werden und aus 4 Konigen genau 4:

Der letzte Faktor ergibt sich, weil ja 10 Karten aus 32 gezogen werden sollen und 6 Karten aus 8
bereits definiert sind (erster und zweiter Faktor), es bleiben also noch 4 aus 24:

Es gibt davon 63.756 Falle. Die Wahrscheinlichkeit liegt bei:

Existieren mehr Lottozahlen "6 aus 49" oder mehr Skatblatter "10 aus 32"?

49
Lottozahlen: < 6 ) = 13.983.816 .

Skatblatter: (?3) = 64.512.240 .

Es gibt daher M ~ 4, 6 -mal mehr Skatblatter.

13.983.816
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INHALTSVERZEICHNIS

1 Vektorrechnung
1.1 Einfuhrung in die Vektorrechnung
Ortsvektoren
Vektor aus zwei Punkten: Richtungsvektor
111 Addition von Vektoren
Kommutativgesetz
Assoziativgesetz
Nullvektor
Anwendungsbeipiel: Kommutativgesetz
Anwendungsbeispiel: Assoziativgesetz
1.1.2 Subtraktion von Vektoren
1.1.3 Skalieren von Vektoren
Beispiel: Skalieren von Vektoren
1.14 Einheitsvektor, Lange von Vektoren
Basisvektoren
Berechnung des Einheitsvektors
Anwendungsbeispiel: Lange von Vektoren / Einheitsvektor
1.15 Dreiecksungleichung
Umgekehrte Dreiecksungleichung
Zahlenbeispiel: Dreiecksungleichung
1.2 Das Skalarprodukt
1.2.1 Skalarprodukt und Winkel
Skalarprodukt
Winkelberechnung
1.2.2 Zerlegung von Vektoren
1.2.3 Rechengesetze fiir das Skalarprodukt
1.3 Das Vektorprodukt
Eigenschaften des Vektorprodukts
Berechnung des Vektorprodukts
Beispiel: Vektorprodukt
Berechnung der Flache eines Dreiecks aus drei Punkten
1.4 Das Spatprodukt

Anwendungsbeispiel: Spatprodukt
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1 Vektorrechnung

1.1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Unter Vektoren versteht man Objekte mit einer vorgegebenen Lange und Richtung. Mit Hilfe von
Vektoren kann man z. B. die Geschwindigkeit von Objekten oder die Strémungsrichtungen in einem

Raum darstellen. Vektoren werden durch

ihre Koordinaten bestimmt.

Ein Vektor in einem

2-dimensionalen Raum R2 besitzt dabei zwei Koordinaten, ein Vektor in einem 3-dimensionalen

Raum [R3 drei Koordinaten und ein Vektor in einem n-dimensionalen [R™ Raum 7, Koordinaten.

Vektor 7 in einem 7 -dimensionalen Raum: ¢ =

(ﬂyf\

z

\n /

Vektoren werden in einem 2-dimensionalen Raum (auch in der Ebene genannt) folgendermalen

dargestellt:

id= {46} — (0,0 (4. G)

h={8.2)—{0.0)=(8.2)

A

Vektoren in der Ebene

In der obigen Grafik sind die Vektoren und dargestellt.
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Ortsvektoren

Wie in der obigen Grafik ersichtlich, kdnnen Vektoren dazu verwendet werden, Punkte im Raum zu
bezeichnen. So kann z. B. der Ort des Punktes P; (4, 6) durch den Vektor

6:O—P1

dargestellt werden. Diesen Vektor nennt man den zum Punkt P (4, 6) gehorenden Ortsvektor. ()
bezeichnet dabei den Koordinatenursprung (O7 0) , der flr alle Ortsvektoren den Startpunkt bildet und
P, istder Punkt auf den der Vektor zeigt.

Vektor aus zwei Punkten: Richtungsvektor

Zur Berechnung eines Vektors aus zwei Punkten A und [ bendtigt man zuerst die Ortsvektoren
zu den Punkten A4 und B . Gehtder Vektorvon A nach [, (Spitze zeigt auf B ) so zieht man
den Ortsvektor A4 vom Ortsvektor 3 ab. Geht hingegen der Vektor von B nach A (Spitze zeigt
auf A ), so zieht man den Vektor B vom Vektor A ab.

Gegeben seien der Punkt A(4,6) und der Punkt [3(8,2) aus der obigen
Grafik.

— —

Die beiden zugehdrigen Ortsvektoren sind 7 —= QA = (47 6) und p — OB = (87 2) .

Der dazugehdrige Vektor, welcher von A nach [ geht, ist:

Der Richtungsvektor A_B = (4, _4) hat nun die folgende Richtung (rot gestrichelter Vektor):
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a= (4.6} —{0.m (4, 6)

h=(82)—(0,0)=(R2)

AB = (8, 2) — (4.6

a/

Vektor aus zwei Punkten

Dieser Richtungsvektor ist ersteinmal ein Ortsvektor mit Beginn im Koordinatenursprung. Mit der Spitze
zeigt er auf den Punkt D(4, —4). Verschiebt man diesen nun (parallel zu sich selbst) zu den

Punkten 4 und B hin, so sieht man, dass dies genau der Vektor ist der von Punkt A nach Punkt
B geht.

Im Weiteren werden wir die Addition und Subtraktion von Vektoren, die
Multiplikation von Vektoren mit Skalaren und die Zerlegung von Vektoren
behandeln.

1.1.1 Addition von Vektoren

)

Die Addition von zwei Vektoren und 5: <
Y2

> ist definiert durch:

Die grafische Addition von Vektoren erfolgt, indem der Anfangspunkt des Vektors g an den
Endpunkt des Vektors 4 angreiht wird. Dabei darf die Richtung der Vektoren nicht veréandert
werden. Der resultierende Vektor 7 + g wird dann bestimmt, indem der Anfangspunkt des

resultierenden Vektors an den Anfangspunkt des ersten Vektors gelegt wird und die Spitze des
resultierenden Vektors an die Spitze des letzten Vektors.
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Gegeben sei der Vektor @ = (1, 2) und der Vektor b= (=5,3)-

Fihre bitte die Addition der beiden Vektoren durch und veranschauliche dies
grafisch!

Die Addition wird wie folgt durchgefihrt:

i+b=(1-52+3)=(-4,5)

Dieser resultierende Vektor ist ein Ortsvektor, welcher im Ursprung beginnt (so wie auch die Vektoren
@ und  )und auf den Punkt (—4,5) zeigen.

Grafisch sieht das Ganze wie folgt aus.

Vektoraddition
7
]
C
5
&
B a-+b
e, 3
A
N
b i
/ a
r..f
r L] g 4 3 2 1 o 1 2 3 4 ] 5] 7 8

In der obigen Grafik sind unten links die Ortsvektoren g und g und die Summe aus diesen beiden

a -+ g zu sehen. Diese beginnen im Ursprung (07 O) und zeigen auf die Punkte 4, B und (O

Bei der grafischen Addition (oben rechts) wird wie folgt vorgegangen:

Der Anfangspunkt des Vektors g wird an den Endpunkt von Vektor g gelegt bzw. der Anfangspunkt
von Vektor g an den Endpunkt von Vektor g (Kommutativgesetz). Das Ergebnis dieser grafischen

Addition ist der neue Vektor 7 + g . Dieser wird bestimmt, indem der Anfangspunkt des 1. Vektors
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und der Endpunkt des letzten Vektors miteinander verbunden werden. Dabei zeigt die Spitze des
neuen Vektors auf die Spitze des letzten Vektors.

Im Folgenden zeigen wir dir die Rechenregeln fir die Addition von Vektoren.

Kommutativgesetz

Das Kommutativgesetz besagt, dass Argumente (Vektoren) einer Operation (Addition) vertauscht
werden kdnnen, ohne dass sich am Ergebnis etwas andert:

g

Kommutativgesetz:

In der folgenden Grafik ist das Kommutativgesetz veranschaulicht.

- — ——

= b a+b
// | = /

L//,; b" " //fa’

a+b 'Y

Tl
|
o
+
Q)

Kommutativgesetz 3+

Assoziativgesetz

Das Assoziativgesetz besagt, dass man Summanden beliebig zusammenfassen darf, die Summe
bleibt immer gleich. Die allgemeine Schreibweise sieht wie folgt aus:

g

—

Assoziativgesetz: (d‘ + b) +c=a+ ([;_|_ 5) —a+ g+ c

In der folgenden Grafik ist das Assoziativgesetz fir die drei Vektoren g , g und & veranschaulicht.
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Assoziativgesetz

Q4
-+
(=}
o
O

Der resultierende Vektor (dicker schwarzer Vektor) ist bei allen drei Operationen identisch.

Nullvektor

Ein Nullvektor ergibt sich, wenn der Anfangspunkt des ersten Vektors mit dem Endpunkt des letzten
Vektors zusammenfallt.

Die beispielhafte Skizze der Vektoren sieht folgendermalien aus:
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Q4
_|_
o
_|_
Ol
L
N\
AN

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass der Anfangspunkt des ersten Vektors mit dem
Endpunkt des letzten Vektors zusammenfallt. Das bedeutet, dass hier kein resultierender Vektor
existiert und demnach das Ergebnis ein Nullvektor ist.

Anwendungsbeipiel: Kommutativgesetz

Gegeben seien die Vektoren q = (4,6) und . Bitte zeige, dass das

Kommutativgesetz gilt!

Der Summenvektor ist:
a+b=(12,8)

b+ ad=(12,8)

Anwendungsbeispiel: Assoziativgesetz

Gegeben seien die Vektoren @ = (4,6) , b — (8,2) und ¢=(1,3) .Bite

zeige, dass das Assoziativgesetz gilt!

Assoziativgesetz:

-,

M (@+0b) = (12,8)
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@ (b+2) =(9,5)

1.1.2 Subtraktion von Vektoren

¢ MERKE

= X
Die Subtraktion von zwei Vektoren und § = ( x ) ist definiert durch:
Yo

Die grafische Subtraktion des Vektors g vom Vektor g erfolgt, indem man den
entgegengesetzten Vektor _g zum Vektor g hinzuaddiert. Man tauscht also zunachst den

Anfangspunkt und Endpunkt des Vektors (_)' miteinander. Man hat denn den Vektor _g gegeben.

Dann legt man (wie bei der Vektoraddition) den Anfangspunkt des Vektors _5 an den Endpunkt

des Vektors 5 . Der resultierende Vektor a— g wird dann bestimmt, indem der Anfangspunkt des

resultierenden Vektors an den Anfangspunkt des ersten Vektors gelegt wird und die Spitze des
resultierenden Vektors an die Spitze des letzten Vektors.

In der folgenden Grafik ist die grafische Addition und Subtraktion von Vektoren gegeniibergestellt:
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Vektoraddition . ., b
a+b '

Vektorsubtraktion
a-b

Subtraktion von Vektoren

Gegeben seien die folgenden Vektoren: @ = (4, 6), g: (8’2) und

c= (6, 1) . Flihre die folgenden Operationen durch:

Q) G+b+¢
b) G4+b—¢
©G—b—2¢

a) @+b+c=(18,9)
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Der Aufgabenteil b) sieht dann grafisch wie folgt aus:

o a+b—c=(6,7)

Y

Vektoraddition/Vektorsubtraktion

1.1.3 Skalieren von Vektoren

Die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl nennt man Skalierung eines Vektors. Das Produkt ist
wiederum ein Vektor, der entsprechend des mit ihm multiplizierten Wertes

* langer — (2-q),
« kiirzer — (0,5 - @) oder sogar
+ in entgegengesetzter Richtung — (—0,5 - @)

neu abgebildet wird.

2a
y y Y
a-‘-
X X

-0.53

Skalieren von Vektoren

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass ein Vektor g multipliziert mit einem Skalar groBer

1 (z.B. 2)langer wird.
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Wird ein Vektor hingegen mit einem Skalar zwischen () und —1 multipliziert, so verkurzt sich dieser
und zusatzlich andert sich seine Richtung um 180°.

Bei der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar zwischen () und ] verklrzt sich die Lange des
Vektors, seine Richtung bleibt hingegen gleich.

Bei der Multiplikation mit einem Skalar kleiner —71 verldngert sich der Vektor und seine Richtung
andert sich um 180°. Der Vektor wird dann genau entgegengesetzt eingezeichnet.

Beispiel: Skalieren von Vektoren

Wir betrachten den Vektor

Berechne:

a) 2,5a
b) —1,25d
o) 0,75

d) —0,5a
a)
L 4\ (254 (10
Der Ausgangsvektor verlangert sich und behalt seine Richtung bei.

b)

Der Ausgangsvektor verlangert sich und andert seine Richtung im 180°.

c)

Der Ausgangsvektor verkirzt sich und behalt seine Richtung bei.
d)

L 4\ [ -05-4\ [ -2
_o,5a__o,5.(6)_(_075_6)_<_3>
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Der Ausgangsvektor verkiirzt sich um die Halfte und andert seine Richtung um 180°.

114 Einheitsvektor, Ldnge von Vektoren

Ein Vektor der die Lange |1‘ besitzt, wird in der Mathematik als Einheitsvektor bezeichnet und weist

in Richtung der positiven Koordinatenachsen.

Basisvektoren

Die drei Achsen 1, Y und Zz eines dreidimensionalen Koordinatensystems werden durch die drei
Einheitsvektoren ¢] = (1,0,0), €3 = (0,1,0) und €3 = (0,0, 1) bestimmt. Da diese drei

Vektoren die Basis fiir das Koordinatensystem bilden, werden diese speziellen Einheitsvektoren auch
Basisvektoren genannt.

Hierbei stellt G_i den Einheitsvektor in x - Richtung dar, die Einheitsvektoren e‘é bzw. 53 zeigen

in Y -Richtung bzw. in z - Richtung des dreidimensionalen Koordinatensystems.

¥  MERKE

Die angelsachsische Bezeichnung zur Darstellung der Einheitsvektoren ist 77 ,

jund ];

Y A

ez
e1

e3

Einheitsvektoren

Mit Hilfe dieser 3 Basisvektoren lasst sich jeder Vektor im dreidimensionalen Raum als
Linearkombination der Basisvektoren darstellen:
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Gegeben sei der Vektor ¥ = (—10, 20, 5) .

Der Ortsvektor ist dann eine Linearkombination aus den drei Basisvektoren:

Berechnung des Einheitsvektors

Um den Einheitsvektor eines beliebig langen Vektors zu ermitteln, muss man die einzelnen
Komponenten eines Vektors kennen und diese durch die Lange des Vektors dividieren:

N
I
X
ST

Dabei ist ‘EL’] die Lange des Vektors . Die Lange von Vektoren kann wie folgt bestimmt werden:

Lénge eines Vektors in der Ebene: ¢ = |g| = 1/a? + a2

bzw.

Lénge eines Vektors im Raum: ¢ — |g| = /a2 + a2 + a2

Fir den Vektor g in der Ebene wird die Lange mittels Satz des Pythagoras fiir ein rechtwinkliges
Dreieck bestimmt:
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Q|

dz2

< ¥

d1

Fir die Lange von Vektoren gelten die folgenden Rechenregeln:

g

@] = | —d
|c-a] = |c| - |a]
Dreiecksungleichung: |d’_|_ 5| < |5J" + |[;‘

Abstand der Endpunkte von 7 und } : @ — 5| — |g_ al
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Anwendungsbeispiel: Lange von Vektoren / Einheitsvektor

Bitte berechnen die Lange des Vektors zwischen den Punkten A(6, 3) und

B(1,5)!

Es soll nun die Lange des Vektors A_B berechnet werden. Dieser Vektor geht vom Punkt A4 zum
Punkt B, der Pfeil zeigt also auf den Punkt B . Die beiden Punkte kénnen mittels der Ortsvektoren

a und g dargestellt werden. Diese zeigen vom Koordinatenursprung auf die jeweiligen Punkte.

| AB=b-d
B
N B
T A
b
2 —
o]
[u} 1 2 3 4 Fal 5]

Es wird zunachst der Vektor A_B bestimmt, indem der Vektor 5 von dem Vektor g subtrahiert
wird. Die Vektoren g und g entsprechen den Punkten, auf welchen sie zeigen, da diese im

Ursprung P(O, O) beginnen. Formal richtig werden diese bestimmt durch:

(6,3)

a

A(6,3) — P(0,0)

S

= B(1,5) — P(0,0) = (1,5)

Es kann nun der Vektor A_B bestimmt werden:

—

AB=b—d=(1,5)— (6,3) = (—5,2)

Der hier berechnete Vektor stellt zunachst ebenfalls einen Ortsvektor dar, welcher im Urpsrung
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P(0,0) beginnt und auf den Punkt (—5, 2) zeigt. Dieser muss dann parallel zu sich selbst in die

Punkte A4 und [ verschoben werden.

Die Lange des Vektors wird dann berechnet durch:

|AB| = \/(—5)? + 22 = V29 ~ 5,39

¥  MERKE

Der Vektor B_;4 wiirde bestimmt durch: 7 g

Die Lange ware demnach identisch: ‘A_B| = |B__:4‘

[orge eres \ekiors + Enhertsuetrior ooedonm
b meh oot e

)

—>

a @ o ook

g

Wie sieht der dazugehorige Einheitsvektor aus?

Der Einheitsvektor wird bestimmt durch:

Es wird nun also der Vektor A—B durch seine Lange geteilt bzw. mit dem Kehrwert multipliziert:

1
e = —— - (—5H,2) = (-0,93, 0,37
eAB 5’39( 7) ( > ) Y )
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Der Einheitsvektor ist demnach (—(0), 93, 0, 37) mitderLange 1:

€3] = V/(—0,93)2 40,372 =~ 1

AB=b—d
[:]
B
5
AB

4

b A
3

Lo 2 a
... AB

T - 1
g Y

5 4 3 2 N o i 2 3 5 5 5

In der obigen Grafik ist der Ortsvektor A_B (gestrichelt) zu sehen. Dieser zeigt vom
Koordinatenursprung auf den Punkt (—5, 2) . Wird dieser nun parallel zu sich selbst verschoben, so

liegt er genau zwischen den beiden Punkten 4 und B und zeigt von Punkt A aufden Punkt .

Der Einheitsvektor 5A~B zeigt in Richtung des Vektors A_B , ist jedoch auf die Lange ] normiert

worden. Der Vektor A_B besitzt hingegen die Lange 5, 39 .

Berechne bitte die Lange des Vektors zwischen den Punkten A(9, D, 6) und
B(7,4,4)!

Zunachst wird der Vektor A_B bestimmt:

Dann wird die Lange berechnet:

Die Lange betragt damit: |A_B‘ = /(=22 + (-1)2+ (=22 =v9=3
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Wie sieht der dazugehdrige Einheitsvektor aus?

Der Einheitsvektor hat die Lange ]. Um diesen zu ermitteln, muss der Vektor

A_B = (_27 -1, _2) durch seine Lange geteilt werden:

2 1 2

eXB — (_27 _17 _2) : = (_57 _57 _g)

1
3

Die Lange des Einheitsvektors betragt 1 :

www.ingenieurkurse.de/go/

1.1.5 Dreiecksungleichung

Die Dreiecksungleichung besagt, dass die Summe zweier Seiten eines Dreiecks mindestens so grof3
ist wie die andere Dreiecksseite.
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Dreieck

Analog dazu: Eine Dreiecksseite ist hdchstens so lang wie die Summe der beiden anderen Seiten ist.
Es muss hier der Betrag der Langen betrachtet werden:

Dreiecksungleichung: |a| + |b| > |a + 0|
mit
a = Lange der Seite a

b =Lénge der Seite b
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|a + b| = Lénge der Seite a+b

Fur Vektoren gilt analog:

g

Dreiecksungleichung fiir Vektoren: |@" + |5| > |@‘ + [;‘
mit
|@| =Léange der Seite a

‘E‘ = Lange der Seite b

‘@’ + g‘ = Lange der Seite a+b

> .
X X

1al+ bl la+bl lal+1bl= la+ bl

Beweis der Dreiecksungleichung

Der Beweis der Dreiecksungleichung wird wie folgt durchgeflhrt:
Es gilt:

Wenn ¢ < |a| und 1) und
wenn —q < |a| und (2)

Fir (a+b) und —(a+b) gitauch |a+ b|.

Zusammenfassen von (1) und (2) ergibt: |a + b| < |a| + [b]
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Umgekehrte Dreiecksungleichung

Beweis der umgekehrten Dreiecksungleichung

Es qilt: ‘d’| + ‘5‘ > ‘@’4_ g‘ (Dreiecksungleichung)

(1) Einsetzen von

Aus (1) folgt:
Aus (2) folgt:

Zusammengefasst:

Zahlenbeispiel: Dreiecksungleichung

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
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Gegeben seien die drei Punkte A(2,4), B(—4,3) und C(1,1). Bitte
zeige, dass die Verbindung von Punkt B Uber A nach (' langer ist als von

B nach (.

vom

ST

Zunachst einmal werden die Orstvektoren g , g und & eingefihrt. Dabei zeigt der Vektor
Ursprung auf den Punkt A , der Vektor [;’ vom Ursprung auf den Punkt B und der Vektor & vom
Ursprung auf den Punkt (7' :

Die Ortsvektoren werden wie folgt berechnet:

@=(2,4) — (0,0) = (2,4)
b=(—4,3) —(0,0) = (—4,3)
g=(1,1) = (0,0) = (1,1).

Es konnen nun mittels Vektoraddition die Vektoren B_}l , A_C' und B_C bestimmt werden:

BA=a—b=(2,4)—(-4,3) = (6,1)
AC =d—d=(1,1)— (2,4) = (-1, —3)
BC=¢—b=(1,1)—(—4,3) = (5,-2)
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Diese Vektoren stellen zunachst wieder Ortsvektoren dar, die vom Ursprung auf die Punkt (6,1), (-1,-3)
und (5,-2) zeigen. Diese werden dann parallel zu sich selbst in die Punkte verschoben. Es ergibt sich
das folgende Bild:

A
| 4 8
e - - /
5 — y
= 3
—
—
T— = /At
B /
. —=dc -
al .
& 3 2 1 Ao - 1 2 3 4 5 a8
=1
> © -
4 =]

In der obigen Grafik sind die Ortsvektoren (gestrichelte Vektoren) eingezeichnet, welche auf die
entsprechenden Punkte zeigen. Werden diese nun parallel zu sich selbst in die Punkte 4, B, und

(' verschoben, so sieht man deutlich, dass diese die Vektoren zwischen den Punkten darstellen.

Es kann als nachstes die Lange der Vektoren bestimmt werden und dadurch die Dreiecksungleichung
gezeigt werden:

|BA| + |AC| > |BC|

|BA| = V62 + 12 = /37

[AC| = V/(=1)? + (=3)? = V10
|BC| = /52 + (—2)2 = V29

9,25 > 5,39

Die Ungleichung ist erfullt. Die zwei Dreiecksseiten sind Ianger als die direkte Verbindung.

1.2 Das Skalarprodukt
1.21 Skalarprodukt und Winkel

Sind zwei Vektoren ¢ # () und 57& () (also vom Nullvektor verschieden), so existiert ein Winkel

—

© , welchervon @ und } eingeschlossenwirdmit 0 < ¢ < 7.
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Q)

7 |
—
eingeschlossener Winkel

Skalarprodukt

Das Skalarprodukt zweier Vektoren g und g ergibt eine Zahl (Skalar).

Fir die Berechnung des Skalarprodukts im kartesischen Koordinatensystem verwendet man folgende
Formel, bei der der Winkel zwischen den beiden Vektoren nicht bekannt sein muss:

¢ MERKE

Skalarprodukt:

Fir die geometrische Berechnung verwendet man die Formel, die den Winkel zwischen den beiden
Vektoren enthalt:

¢ MERKE

Skalarprodukt: c_i-g =

Die Zahl 7. g ergibt sich folgendermafen:

Projiziert man den Vektor g auf den Vektor g , so ergibt sich ein Vektor g} (siehe Grafik unten).
Der neue Vektor gb besitzt die Lange || cos(y) - Multipliziert man diese Lange mit |5‘ (Lange

des Vektors [_)' ), so erhdltman 7. g )
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Projektion von d auf b

gt
b

Projektion

Anwendungsbeispiel: Skalarprodukt

Es seien folgende Vektoren gegeben: und 5’: (4, 4) . Bitte berechne 7. g

Es werden zunachst die beiden Vektoren g und g eingezeichnet. Der Winkel zwischen den

—

Vektoren @ und j betragt

(4,4)

Es wird als nachstes das Skalarprodukt berechnet durch:
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Winkelberechnung

Das Ablesen des Winkels (wie im obigen Beispiel) ist selten mdglich. Deswegen kann man das
Skalarprodukt = . g aus den Koordinaten der Vektoren 4 und g berechnen und daraus den

Winkel COS(SO) ermitteln.

¢ MERKE

Berechnung des Skalarprodukts:
@-b=1al-|b|-cos(p) =ai-by +as-by+ as-bs

Berechnung des Winkels:

a g albl + agbz + CL3b3
b

— cos(p) = =
bl Va4 a3+ ak- /b2 + b3+ b2

a
al

Anwendungsbeispiel: Skalarprodukt ohne Kenntnis des Winkels

q

Gegeben seien die oben angegebenen Vektoren 7 und g . Bitte berechne das
Skalarprodukt und den Winkel!

Das Skalarprodukt kann ohne Kenntnis des Winkels wie folgt berechnet werden:

Die Berechnung des Winkels erfolgt dann mit der Formel aus der Merkebox:
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1.2.2 Zerlegung von Vektoren

Vektor

Wie bereits in dem vorherigen Kapitel gezeigt, kann man mit dem Skalarprodukt den Winkel zwischen
zwei Vektoren bestimmen.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie man einen Vektor 5 durch einen anderen Vektor g

und einem zu g orthogonalen (senkrechten) Vektor 4 darstellt.
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‘
Die orthogonale Zerlegung eines Vektors g bezlglich eines Vektors g (auch
als orthogonale Projektion bezeichnet) ist die Zerlegung des Vektors g in zwei
Vektoren, einer parallel zu g und einer senkrecht zu g . In Summe ergeben
diese Vektoren den Vektor 4 .
¢ MERKE
Das bedeutet: Der gegebene Vektor 4 wird durch eine Kombination aus dem
gegeben Vektor l_)' und einem unbekannten Vektor 7 , welcher senkrecht zu
j ist, dargestellt:
a=s-b+2x
‘

Wie missen wir s und 4’ wahlen, sodass B’ und 7 orthogonal zueinander

(bzw. senkrecht) stehen?

Zwei Vektoren heillen zueinander orthogonal, wenn sie einen rechten Winkel bilden und ihr
Skalarprodukt gleich null ist.

—

Zwei Vektoren g und 4 sind orthogonal, wenn:

¢ MERKE

orthogonale Vektoren:

Mit diesem Wissen kdnnen wir nun das Beispiel I6sen:

—

(1) Die Gleichung 7 — 5. g+ 7 muss nach der unbekannten 7’ aufgelost werden:
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(2) Diese Gleichung wird dann in die Gleichung 5’ F = () eingesetzt:

(3) Aufldsen nach s ergibt:

—

b-G@—s-b- 0

Qy

S

B sl

Qy

S
S|

S
S

(4) Einsetzenvon s in 7 — ergibt:

¢ MERKE

orthogonale Zerlegung von 5 léangs g:

Die obige Gleichung entspricht der orthogonalen Zerlegung von g langs g :

yA

>
X

orthogonale Zerlegung

Die obige Grafik zeigt, dass der Vektor 5 durch den Vektor g und einem zu g senkrechten Vektor

1 dargestellt wird. Dabei muss der Vektor g mit der Zahl s so mulitpliziert (skaliert) werden, dass

sich dieser verkdrzt. In diesem Fall liegt s zwischen () und 1.
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Anwendungsbeispiel: Zerlegung von Vektoren

Gegeben seien die folgenden Vektoren: @ = (07 4) und g: (3, 3)

Lésung der orthogonale Zerlegung:

a=s-b+7

Bevor wir die obige Formel

benutzen, berechnen wir die Skalarprodukte:

—

b-a=3-04+3-4=12

Diese setzen wir anschlie3end in die Formel ein:

Gegenrechnung
i=s-b+7T
L2

Priifung der Orthogonalitat

b-7 =0

Document doesn't look right? We'll help you out!
OEeIle O£ VoIl 0L


https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true

=~ - iNngenieur

Orthenprole Zerleoung, won Veldsen, (3 /2)

A a

- [N
A,
2 / -,1?
° \ G4d)
AR .
far,
— o L
i

www.ingenieurkurse.de/go/
117140d

1.23 Rechengesetze fiir das Skalarprodukt

¢ MERKE

Rechengesetze fiir das Skalarprodukt:
1. Kommutativgesetz: 7.} _ p. g

— -

2 (a@)-b=a- (ab) = a(@-b) fir a € R)

3. Orthogonalitatstest: .5’: 0+ aq orthogonal zu g

ST

4. Distributivgesetz: (@‘ + g) .C=a-c+ (; c

ST
ST

_»|

5. Betrag eines Vektors: ‘a
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Aus der Definition aus dem vorherigen Kurstext ergeben sich direkt die Punkte 1., 2. und 3.

—

Das Distributivgesetz ist auch fur den Fall, dass & — () ist erfillt. Fir den Fall E’;é 0 legen wir &

in Richtung der positiven 1 -Achse. Somitistdann ¢ = €] -
Mit @ > (), mit 2. sowie mit

ergibt sich schlieBlich:

oL

a-C=uwa,

b-C=a by

ol

1.3 Das Vektorprodukt

Das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt) ist anders als das Skalarprodukt ein Vektor und keine Zahl.
Gekennzeichnet wird es durch x statt durch das Multiplikationszeichen - (siehe Skalarprodukt). Bei

der Schreibweise a % g ergibt sich also ein Vektor als Ergebnis, wohingegen bei der Schreibweise

- g eine Zahl das Ergebnis ist.

Eigenschaften des Vektorprodukts

Das Vektorprodukt = g aus den beiden Vektoren ;5 und g ist ein Vektor, der die folgenden

Eigenschaften aufweist:

—

1. Gxbh=0- falls @g=0 oder } _ ( oder sich 7 parallel zu
befindet.

2. Der Betrag des Vektorprodukts |0_i>< 5\ = ‘5”5‘ -gin  gibt den

Flacheninhalt [’ des von g und [;’ aufgespannten Parallelogramms an(dies

ist in der Grafik unten veranschaulicht). Dieser Flacheninhalt [ ist gleich dem

Betrag von Vektor & . Also: |¢] = |veca X 5‘ .

3. Der resultierende Vektor & steht senkrecht auf g und g (siehe Grafik),

ausgenommen die Vektoren liegen zueinander wie unter Punkt 1. beschrieben.
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Vektorprodukt

Um die Richtung des Vektorproduktes 7 g festzulegen, bedient man sich folgender Methode:

¥  MERKE

Rechte-Hand-Regel:

Bei der rechten-Hand-Regel werden der Zeige- und Mittelfinger fir die
Ausgangsvektoren verwendet, welche sich in derselben Ebene befinden. Der
Daumen gibt dann die Richtung des resultierenden Vektors an. In Bezug auf die

obige Grafik ware das Vektorprodukt aus 7 g wie folgt mit der Rechten-Hand-

Regel zu bestimmen:

Wir schauen uns zunachst die beiden Vektoren 5 und g an. Wichtig fur die

Beurteilung welcher Vektor den Zeigefinger und welcher den Mittelfinger erhalt ist
ein Rechtssystem. So liegt der Vektor, welcher den Zeigefinger erhalt immer rechts
von dem anderen Vektor, wobei hier immer der kleinere Winkel als Beurteilung
gewahlt wird.

Im obigen Beispiel liegt Vektor 4 rechts von Vektor g ausgehend vom

—

kleineren Winkel. Demnach erhdlt 5 den Zeigefinger und g den Mittelfinger.
Der Daumen gibt dann die Richtung von & an und steht senkrecht auf der von

—

@ und |} aufgespannten Ebene.
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Berechnung des Vektorprodukts

Die allgemeine Berechnung sieht wie folgt aus:

Bei der Berechnung des Vektorprodukts kann also entweder die obige Formel oder eine vereinfachte
Variante angewendet werden:

Die Eintrage der Vektoren werden zweimal untereinander geschrieben. Die erste Zeile und die letzte
Zeile werden gestrichen:

2
L=

(@)

1 1

Q
O O

Vektorprodukt - Vereinfachung

Es werden dann Uber kreuz immer zwei Eintrage miteinander multipliziert:
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az\ b, & - an
a \b a;b. - a b,

M
a,b,-a, b

Vereinfachte Berechnung des Skalaprodukts Giber Diagonalen

Die Gleichung auf der rechten Seite entspricht genau der oben in der Methode-Box aufgefiihrten

Gleichung.

Hast du also innerhalb der Klausur die Formel fiir das Vektorprodukt vergessen,
so kannst du die Vektoren zweimal untereinander schreiben, die erste und letzte
Zeile streichen und die obigen Diagonalen bilden. Die griinen Diagonalen mussen

dabei von den blauen abgezogen werden.

Beispiel: Vektorprodukt
Bilde das Vektorprodukt aus den Vektoren und ! Berechne bitte aulRerdem die
Flache und den Winkel des von 5 und g aufgespannten Parallelogramms!

Losung: Berechnung des Vektorprodukts

Lésung: Berechnung der Flache

F=|ixb=y2+12+(-1)2=6
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—

Der Flacheninhalt des von den Vektoren g und g aufgespannten Parallelogramms betragt 2. 45

Lésung: Berechnung des Winkels

Der Winkel wird berechnet, wie im Abschnitt Skalarprodukt und Winkel beschrieben:

Wir bilden also zunachst das Skalarprodukt:

Danach bestimmen wir die Lange der beiden Vektoren g und g :

@ = V12 + 12+ 32 = V11

Einsetzen in die obige Formel ergibt:

7

COS(QO) = W = 0,944

Wir l6sen nach dem Winkel auf:

Berechnung der Flache eines Dreiecks aus drei Punkten

Gegeben seien die Punkte , und . Wie groR ist die Flache des durch die
drei Punkte aufgespannten Dreiecks?

Ein Dreieck ist ein halbes Parallelogramm. Wir kdnnen also die gleiche Methode benutzen. Die
resultierende Flache muss nur mit dem Faktor 1/2 multipliziert werden. Dazu miissen wir in diesem Fall
zuerst die zwei aufspannenden Seitenvektoren berechnen:
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Aus diesen beiden wird das Vektorprodukt bestimmt:

X

Der Flacheninhalt des Dreiecks betragt damit:

L1 1
@ x b = 5-\/82+(—8)2+02= 5\/128z5,66

¥  MERKE

Bezieht man sich auf die Einheitsvektoren é’l , 5’2, é'3, so gelten stets die

folgenden Regeln:

o
o
o

€1 X €3 = €3
€1 X €3 = —€y
° 62 X 51 —53
€9 X €9 =0
52 53 51
* €3 X €] 25
€3 X €3 = —€1
53 _)3 = 0
+ Wenn: b — blgl —|— b2€2 -|— b3€3

dann: _’3 X b= —bggl + blgg

1.4 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt stellt eine Kombination aus Skalar- und Vektorprodukt dar. Es wird aus je drei
Vektoren gebildet.

Schreibweise:[ajg,g] ::5-(5 X ¢) ;:5.(5 x ¢):=2C-(d x b).
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¢ MERKE
Der von den Vektoren aufgespannte Spat hat das Volumen |/ — | [d', [;’ 5] ‘ .

Im Umkehrschluss bedeutet dies:

1. Liegen alle 3 Vektoren in einer Ebene, so ergibt ihr Spatprodukt null:
[@,b,d =0

2. Ist einer der Vektoren ein Nullvektor, so ergibt das Spatprodukt ebenfalls null.

@xb
I"-"‘—\_\_\_\_\_\_—_\-{_;
f" - T
& @ x b
4 d
Veltorprodukt Spatprodukt

Vektorprodukt vs. Spatprodukt

Anwendungsbeispiel: Spatprodukt

|
3
Bestimme das Volumen des Spats der 3 Vektoren q = 6 ,
-2
. 5 6
b=| —1 |Jud ¢c=| -3 |!
7 8
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Zuerst empfiehlt es sich, die 3 Vektoren in eine Matrix zu Gbertragen.

Die Berechnung des Spatprodukts wird wie folgt vorgenommen:

Unter die Ausgangsmatrix werden die ersten beiden Zeilen der Matrix angefiigt. Es wird dann diagonal
vorgegangen. Beginnend mit dem ersten Wert in der ersten Zeile der Matrix wird nun Diagonal von
links nach rechts unten multipliziert, bis der Rand der Matrix erreicht ist. Dieses Produkt wird dann
mit der nachsten Diagonalen addiert. Die Anzahl an Zahlen bei der ersten Multiplikation muss dabei
beibehalten werden. In diesem Beispiel sind dies 3 Zahlen. Es kdnnen also drei Diagonalen gebildet
werden (grun). Die vierte Diagonale wiirde nur noch 2 Zahlen beinhalten. Alle entstandenen Produkte
werden miteinander addiert. Danach folgt die Betrachtung der letzten Zahl aus der ersten Reihe. Hier
wird nun von rechts nach links unten diagonal multipliziert. Die entstandenen Produkte werden hier
jedoch subtrahiert. Am Ende der Rechnung ergibt sich das Volumen des Korpers.

( )

5

Berechnung des Spatprodukts

Die Berechnung des Spatprodukts ergibt sich dann wie folgt:

also |/ = 69 Volumeneinheiten.

1.5 Ubungsaufgaben zur Vektorrechnung

In diesem Abschnitt stellen wir einige Beispielaufgaben zur Vektorrechnung vor.

Aufgabe 1: Addition und Subtraktion sowie Multiplikation mit einem
Skalar

Gegeben seien die Vektoren @ = (2, —4,1) und b= (1,1,-2)-

Bitte berechne:
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Q) G+b
b) —23
©) 37 — 2b

a)

b)

o)

Aufgabe 2: Lange eines Vektors

Gegeben seien die Vektoren ¢ = (8, -3, —5) und [;: (57 5, _6) :

—

Bitte berechne den Abstand der Endpunkte von 7 und g !

Die beiden Vektoren stellen Ortsvektoren dar, welche jeweils im Koordinatenurpsrung beginnen und
auf die beiden Punkte A(8, —3, —5) und B(5,5, —6) zeigen.

Die beiden Endpunkte sind also A und B . Es soll nun der Abstand zwischen diesen Punkten
bestimmt werden. Der Abstand entspricht also gleich der Lange des Vektors, welcher zwischen diesen
beiden Punkten liegt. Hierbei kann man den Vektor A_B oder den Vektor B_A betrachten, beide

weisen dieselbe Lange auf. Es gilt:

—

AB=b—a

Dieser Vektor zeigt von Punkt 4 auf Punkt B .

Die Lange des Vektors wird bestimmt durch:

|AB| = /(—3)2 + 82+ (—1)2 = V74 ~ 8,60
Die Lange des Vektors A_B , welcher zwischen den beiden Punkten 4 und B liegt, ist gleichzeitig
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der Abstand der Endpunkte der Ortsvektoren g (zeigt auf den Punkt A ) und g (zeigt auf den
Punkt B ).

Aufgabe 3: Einheitsvektor berechnen

Gegeben sei der Vektor g = (—37 2, 5) .

Bitte berechne den dazugehdrigen Einheitsvektor!

Der Einheitsvektor wird bestimmt durch:

|~

€z = - a

QL

Es muss demnach zun&chst die Lange des Vektors g bestimmt werden:

@) = /(—3)2+22 + 52 = V38 =~ 6,16

Es kann als nachstes der Einheitsvektor mit der Ldnge ] bestimmt werden:

1
_)C_L':—'_727 %_74772771
=5y (3:2:5) ~ (~0,49,0,32,0,8)

Man bezeichnet dieses Vorgehen auch als Normierung von Vektor ¢ . Der Einheitsvektor ¢ weist

—

in die Richtung von g und besitzt die Léange 1 .

1.6 Geraden im Raum

Geraden kdnnen mittels Parameterdarstellung durch Vektoren abgebildet werden.

Gerade durch den Ursprung

Eine Gerade durch den Koordinatenursprung wird allgemein definiert als:

mit
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t € R =Parameter

¥ = Richtungsvektor

—

Die Gerade mit obiger Gleichung verlauft dabei durch den Nullpunkt. Der Richtungsvektor {; zeigt
dabei die Richtung der Geraden an, der Parameter { die Lange der Geraden. In der folgenden

Grafik ist der Richtungsvektor 7 = {1, 3, O} zu sehen. Wir haben x5 = () gesetzt, damit wir den

Sachverhalt zweidimensional veranschaulichen kénnen.

6 +
s+
4 T G:x=t-v
3 .
v=(1,3,0]
2 —
A
IR -
1 2 3 X1

Die Richtung der Geraden ist somit bestimmt. Diese verlduft in Richtung des Richtungsvektors ;7 . Da
der Parameter ¢ € R ist, verlauft die Gerade sowohl nach oben als auch nach unten unbeschréankt,
je nachdem welche Werte ¢ annimmt. Haufig wird ein Intervall fir ¢ angegeben.

Als Beispiel sei t € [O7 2] )

7=0-(1,3,0) = (0,0,0)

2-(1,3,0) = (2,6,0)

U
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6 +
5 | G
4 T G:X=t. v
3 -+ ~ |
v=(13.0)
2 —_
;. L/
— >
1 2 3 X1

Es wurden hier die beiden duferen Intervallpunkte gewahlt und miteinander verbunden. ¢ kann

aber alle Werte von 0 bis 2 annehmen. Fir die Bestimmung der Geraden reicht es jedoch aus, die
Endpunkte miteinander zu verbinden.

Die Gerade verlauft also vom Ursprung in Richtung des Richtungsvektors bis zum Punkt (2,6,0).

Gerade durch einen Vektor

Haufig sind Geraden gegeben, welche nicht durch den Ursprung verlaufen, sondern durch den
Endpunkt eines Vektors. Dies ist der Fall bei der folgenden Geradengleichung:

‘
G:Z=d+t-v
mit
a = Ortsvektor

t € R = Parameter

¥ = Richtungsvektor

Damit die obige Gerade nicht durch den Ursprung verlauft missen die folgenden Bedingungen erfuillt
sein:

a muss ungleich null sein.

a und ¢ dirfen nicht in die gleiche Richtung weisen.
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Sind diese Bedingungen erfiillt, so verlauft die obige Gerade nicht durch den Ursprung, sondern

durch den Endpunkt des Ortsvektors g . Wie diese Gerade eingezeichnet wird, siehst du in der
nachfolgenden Grafik.

)(2‘

6
5 | G/
4 T G:X=a+t-v
3 T v=(1,3,0]
2 T a=(2.1.0)
1 4

: >

X1

Der Vektor  ist ein Ortsvektor, geht also durch den Ursprung und zeigt auf den Punkt (2,1,0). Der
Richtungsvektor ;7 wird zunachst ebenfalls vom Ursprung auf den Punkt (1,3,0) eingezeichnet und
dann (ohne die Richtung zu verandern) mit dem FuR an die Spitze des Ortsvektors g verschoben
(grafische Vektoraddition). Die Gerade verlauft wieder durch den Richtungsvektor ¢ und durch die

Spitze des Ortsvektors . Du erkennst deutlich, dass die Gerade nicht durch den Ursprung verlauft.
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In den folgenden Abschnitten betrachten wir jeweils zwei Geraden und zeigen ihre
Lagemoglichkeiten zueinander auf. In einem dreidimensionalen Raum existieren
fur zwei Geraden vier Lagemaoglichkeiten:

» Die Geraden sind identisch.

» Die Geraden sind echt parallel.

» Die Geraden schneiden sich in einem Punkt.
* Die Geraden sind windschief zueinander.

AuRerdem berechnen wir den Abstand zwischen einem Punkt und einer Geraden
sowie den Abstand zwischen zwei Geraden!

1.6.1 Identische Geraden

Zwei Geraden ¢ und }, sind identisch, wenn beide auf derselben Wirkungslinie liegen, also h = g

gilt:

g:r=d+t-v
h:Z=b+s-0

Bedingungen fiir identische Geraden:

—

1. Die Richtungsvektoren ;7 und ¢; sind Vielfache voneinander (kollinear).

2. Der Stiitzvektor der einen Geraden befindet sich auf der anderen Geraden.

Sind beide Bedingungen erfiillt, so handelt es sich um identische Geraden.

Sind beide Bedingungen erfillt, so handelt es sich um identische Geraden.

Der Stiitzvektor ist dabei der Ortsvekior eines beliebigen Punkts auf der
Geraden. Dieser wird auch als Aufpunkt bezeichnet. So ist zum Beispiel g einer

von vielen Stitzvektoren auf der Geraden ¢ .
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Zum besseren Verstandnis folgen zwei Beispiele, in welchen gezeigt wird, wann zwei Geraden
identisch sind.

Beispiel 1: Identische Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden

1.Richtungsvektoren auf Kollinearitat priifen

Zunachst prifen wir, ob die beiden Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind. Um dies
herauszufinden, missen wir prifen, ob die beiden Vektoren linear voneinander abhangig sind. Ist dies
der Fall, so sind die beiden Richtungsvektoren kollinear. Wir prifen also, ob es eine Zahl ) gibt,

mit welcher multipliziert der Richtungsvektor der zweiten Geraden zum Richtungsvektor der ersten
Geraden wird.

v=X-1U

Wird also beispielsweise der Richtungsvektor ;; der zweiten Geraden mit einer reellen Zahl )
multipliziert, sodass der Richtungsvektor ¢; der ersten Geraden resultiert, dann sind beide Vektoren
Vielfache voneinander, d. h. linear voneinander abhangig und liegen auf einer Wirkungslinie.

Wir stellen hierzu das lineare Gleichungssystem auf:

(1) =2(5)

Wir I6sen nun beide nach ) auf. Resultiert fur ) beides Mal der selbe Wert, so sind beide Vektoren
Vielfache voneinander.

2
M A=2
3
@A=2_2
6 3
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2 2
Fir beide Gleichungen resultiert ) — — . Wird also der Vektor ¢/ mit )\ — — multipliziert, so

resultiert der Vektor ¢; :

(1)-3(¢)

Die erste Bedingung fiir identische Geraden ist erfillt.

2. Liegt der Aufpunkt der Geraden h in der Geraden g?

Als nachstes wollen wir bestimmen, ob der Aufpunkt der Geraden }, in der Geraden g liegt. Ist dies
der Fall, so ist auch die zweite Bedingung erfiillt und es handelt sich um identische Geraden.

Der Aufpunkt der Geraden }, ist der Ortsvektor der Geraden:

- (3

Wir setzen den Aufpunkt der Geraden j mit der Geraden ¢ gleich:

3N _ (2 4 (2

3 ) \1 P\ 4
Auch hier stellen wir wieder das lineare Gleichungssystem auf und berechnen ¢ :
M 3=2+42t

2) 3=1+44

Wenn ¢; in allen Zeilen den gleichen Wert annimmt, liegt der Aufpunkt der Geraden }, auf der
Geraden ¢ .

1
2

Da ¢y in allen Zeilen denselben Wert annimmt, liegt der Aufpunkt der Geraden }, auf der Geraden

g .
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Die zweite Bedingung fir identische Geraden ist erfillt.

Da beide Bedingungen fiir identische Geraden erfilllt sind, sind beide Geraden Vielfache voneinander

undesgilt g = h .

4 Richtungsvektor
der Geraden h

FOrtsvektor dely
Geraden h

T~ Identische

Geradeng=nh

identische Geraden

Beispiel 2: Identische Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden:

1 8
—4 2
-3 —2
h:%= 4 |+t 1
_5 0,5
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Priife, ob die beiden Geraden identisch sind!

1.Richtungsvektoren auf Kollinearitat priifen

Zunachst prifen wir, ob die beiden Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind. Dazu ziehen wir die
Richtungsvektoren heran:

8 —2
-4 1=\ 1
2 -0,5

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

(1) 8 = —2)
(@ —4 =1\
(3) 2= —0,5)

Wir bestimmen flr jede Zeile ) :

M A=—-4
2 N=—-4
B A=-4
Da in jeder Zeile )\ — —4 ist, sind die beiden Richtungsvektoren Vielfache

voneinander. Die erste Bedingung ist erfillt.

Alternativ:
—2 8
1 =\l —4
—0,5 2

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

(1) —2 =8\
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(2 1= —4)
3) —0,5 = 2\

Wir bestimmen fur jede Zeile ) :

1
MA=—
4
1
2 A= —=
4
1
@) A= —-
4
Da in jeder Zeile )\ = _1 ist, sind die beiden Richtungsvektoren Vielfache

voneinander. Die erste Bedingung ist erfilllt.

2. Liegt der Aufpunkt der Geraden h in der Geraden g?

Danach Uberprifen wir, ob der Aufpunkt der Geraden }, in der Geraden ¢ liegt (ist natirlich
ebenfalls andersherum mdglich).

Aufpunkt der Geraden } :

-3
4
)

Wir setzen den Aufpunkt mit der Geraden ¢ gleich

und stellen das lineare Gleichungssystem auf:
(1) —3=1+28%

2 4=2—4t

@) =5 =—4+ 2t

Auflésen nach ¢ :
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1
(1)t = —=
P
1
2t = —=
2
1
@)t =—=
2
. . . :
Dain jeder Zeile ¢, — _5 ist, liegt der Aufpunkt der Geraden }, in der Geraden @ .
Beide Bedingungen sind erfiillt, damit sind beide Geraden identisch.
Alternativ:

Wir kénnen auch sagen: Liegt der Aufpunkt der Geraden ¢ in der Geraden } ?

Aufpunkt @ : 2

Gleichsetzen des Aufpunktes g mit der Geraden }, :

1 -3 —2
2 = 4 + to - 1
—4 -5 -0,5

Gleichungssystem aufstellen:
M 1=-3-2t

(2 2=4+ 1ty

) —4 =—-5—0, 5%
Auflsen nach ¢ :

(1) to = =2
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Es resultiert, dass diese Bedingung erflllt ist, also der Aufpunkt von g in }

liegt.

1.6.2 Parallele Geraden

Wir haben bereits identische Geraden kennengelernt. Parallele Geraden liegen - wie der Name bereits
vermuten lasst - parallel zueinander. Zwei Geraden sind genau dann parallel, wenn sie in jedem Punkt
denselben Abstand haben.

Fur die Uberpriifung muss die erste Bedingung der identischen Geraden erfilllt sein, deren zweite
Bedingung darf jedoch nicht erfiillt sein.

Bedingungen fiir parallele Geraden:

1. Die Richtungsvektoren der Geraden sind Vielfache voneinander.

2. Der Aufpunkt der einen Geraden befindet sich nicht auf der anderen Geraden.

Sind diese Bedingung erfullt, so handelt es sich um parallele Geraden.

Beispiel 1: Parallele Geraden in der Ebene

Gegeben seien die beiden Geraden:

o () (2)
o () (2)

Priife, ob die beiden Geraden parallel zueinander sind!

Zunachst betrachten wir die beiden Richtungsvektoren:
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(1) =2(5)

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

Document doesn’t look right? We'll help you out!

(1) 2 =23\
(2) 4 =6\

Nach ) auflésen:

2
M A==
3
2
2 A=-
3

)\ ist in beiden Zeilen gleich, d. h. die Richtungsvektoren sind Vielfache voneinander. Die 1.

Bedingung ist erflllt. Damit es sich um parallele Geraden handelt und nicht um identische, darf der
Aufpunkt der einen Geraden nicht auf der anderen Geraden liegen. Wir setzen dazu den Aufpunkt der
Geraden ¢ mit der Geradengleichung }, gleich:

2 4 3
(1) -(3)e(3)
Aufstellung des linearen Gleichungssystems:
(1) 2 =4+ 3t
(2) 1 =3+ 6t

Auflésen nach ¢ :

2
(1) ty = -3
1
(2) tQ - —g

Da in den beiden Zeilen die Werte fiir {5 nicht identisch sind, liegt der Aufpunkt der Geraden g nicht

auf der Geraden }, . Damit liegen hier parallele Geraden vor.
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= Parallele Geraden

}{2 A Gerade Gerade h
g ~ —

parallele Geraden

Beispiel 2: Parallele Geraden im Raum

u
Gegeben seien die beiden Geraden:
4 8
g:T= 2 +t-| —4
—4 2
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-3 =
-5 0,5

Prife, ob die beiden Geraden parallel sind!

Zunachst prifen wir ob die beiden Richtungsvektoren Vielfache voneinander sind:

8 —2
-4 | =X 1
2 -0,5

Wir stellen das Gleichungssystem auf:

(1) 8 = —2)
(@) —4 =1\
(3) 2 = —0,5\

Auflésen nach ) :

M A=—-4
2 A=—-4
B AN=—-4

)\ ist in allen Zeilen identisch, damit sind die Richtungsvektoren der beiden Geraden Vielfache
voneinander.

Um identische Geraden ausschlielen zu kénnen, darf der Aufpunkt der einen Geraden nicht auf der
anderen Geraden liegen. Wir setzen dazu den Aufpunkt der Geraden ¢ mit der Geradengleichung

h gleich:

1 -3 —2
2 = 4 + 19 1
—4 -5 -0,5

Wir stellen das Gleichungssystem auf:
(1) 4=-3-2t

(2) 2 =441
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@) —4=-5-0, 5t

Wir I6sen nach t, auf:

(1) ta=-3,5
(2) ty = -2
(@) ty = —2

Die Werte sind fir {, nicht identisch, d. h. der Aufpunkt der Geraden ¢ liegt nicht auf der Geraden

}, . Damit liegen diese Geraden parallel zueinander.

1.6.3 Schnittpunkt zweier Geraden

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie man den Schnittpunkt zweier Geraden berechnet. Die
allgemeine Vorgehensweise ist wie folgt:

» Gleichsetzen der Geradengleichungen
+ Aufstellung und Lésung des linearen Gleichungssystems
+ Bestimmung des Schnittpunktes

Zum besseren Verstandnis folgt ein Beispiel zur Berechnung des Schnittpunktes zweier Geraden.

Beispiel: Schnittpunkt zweier Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden:

o= () ()
() ()

Bestimme den Schnittpunkt beider Geraden!

h :

8y

Zunachst setzen wir beiden Geradengleichungen gleich:

AN (BN L (Y
2 ! 2 )\ -2 2\ 2
Danach stellen wir das lineare Gleichungssystem auf:

(M 4—-3t1 =1+1

2) 242t = =2+ 2t
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Lésen des linearen Gleichungssystems indem (1) und (2) nach {; (oder {5 ) aufgelost und
gleichgesetzt werden.

I4t—4 1
My =——T2 12

(2) tl = tQ - 2
Gleichsetzen:

12
1 -2t 2
3 2

Nach to aufldsen:

b 9
27y
Und damit:
9 1
thh=-—2="-
17y 4

Aus der Geraden ¢ kann der Punkt mit {; bestimmt werden:
Aus der Geraden } kann der Punkt mit {5 bestimmt werden:

Der Schnittpunkt liegt bei

3,25
s=(57)
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=  Schnittpunkt zweier Geraden

A X
Gerade g /’/\ 2

_—(Gerade h

(3.25/ 2,5)

Schnittpunkt zweier Geraden

Beispiel 2: Schnittpunkte zweier Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden:

1 2
g:x= —2 4+t - 1
1 -3
—1 2
h:¥= —2 + 19 - 2
2 —5

Bestimme den Schnittpunkt beider Geraden!

Wir setzen die beiden Geradengleichungen gleich:
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1 2 —1 2
-2 |+t 1 -2 | +12- 2
1 -3 2 -5

Danach stellen wir das lineare Gleichungssystem auf:
(M 1426 = -1+ 2%

)

@) 1 —3t; =2 — 5t

Wir stellen die ersten beiden Gleichungen nach ¢, (alternativnach ¢;)um:
Mty =1t—1

(2) t1 = 2t9

Gleichsetzen:

to — 1 = 2t

Nach to auflésen:

lo =—1

Einsetzen in (1) oder (2):

11 = —2

Damit die Geraden einen Schnittpunkt haben, muss die letzte Gleichung eine Lésung besitzen. Um
dies zu Uberprifen, werden ¢; und t, in die Gleichung (3) eingesetzt:

3 1-3-(-2)=2-5-(-1)

T=T7

Diese Aussage ist wahr, damit besitzen die beiden Geraden einen Schnittpunkt.

Ist die Aussage der dritten Gleichung nicht wahr, so handelt es sich um
windschiefe Geraden! Diese folgen im néchsten Abschnitt!

Wir kénnen den Schnittpunkt bestimmen, indem wir ¢; in die Geradengleichung g oder {5 in die

Geradengleichung }, einsetzen:
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-3
Der Schnittpunkt beider Geraden liegt bei S = —4
7

1.6.4 Windschiefe Geraden

Geraden werden als windschief bezeichnet, wenn sie sich weder schneiden noch parallel zueinander
sind. Im zweidimensionalen Raum sind zwei Geraden entweder parallel zueinander (bzw. identisch)
oder schneiden sich. Windschiefe Geraden kdonnen also nur in mindestens dreidimensionalen
Raumen auftreten.

Die Voraussetzungen fiir windschiefe Geraden sind:

1. Die Richtungsvektoren der Geraden sind nicht Vielfache voneinander.
2. Die Geraden schneiden sich nicht.

Zum besseren Verstandnis folgt ein Beispiel zum Nachweis von windschiefen Geraden.

Beispiel: Windschiefe Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden:

2 0
g:x=1 -1 | +t1-| —2
3 1
1 —1
-2 2

Zeige, dass die beiden Geraden windschief zueinander sind!

Wir miissen zunachst zeigen, dass die beiden Geraden nicht linear abhangig voneinander sind.

Dazu betrachten wir die beiden Richtungsvektoren:
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Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

M 0=-A
(2 2=\
@) 1=2A

Sind alle ), gleich, so handelt es sich um linear abhangige Vektoren und damit sind diese parallel
(oder sogar identisch).

M A=0
(2) A= —2
@ A

2

Die Vektoren sind linear voneinander unabhangig, weil in den Zeilen nicht immer derselbe Wert fur )
resultiert.

Die beiden Geraden sind demnach nicht parallel. Entweder schneiden sie sich in einem Punkt oder sie
sind windschief zueinander.

Wir prifen, ob ein Schnittpunkt vorliegt, indem wir beiden Geraden gleich setzen:

2 0 1 —1
-1 |+t 2 |=| 0 |+t-| 1
3 1 —2 2

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

(1) 2+0t; =11

2) =1 -2t =041,

@) 3+t = -2+ 21

Aus (1) kann sofort {5 bestimmt werden:

(1) ta = —1

Einsetzen in (2):
2 —1—2t; =0+ (—1)

2151:0
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t1 =20

Damit die Geraden nun einen Schnittpunkt haben, muss die Gleichung (3) eine Losung haben. Zur
Uberprifung setzen wir die Ergebnisse in die Gleichung (3) ein:

) 34+0=—-2+2-(—1)

3=—-4

Diese Aussage ist falsch, damit besitzen die beiden Geraden keinen Schnittpunkt. Damit sind g und
h, windschief zueinander!

1.6.5 Abstande von Geraden/Punkten

Wie wir in den vorherigen Abschnitten gesehen haben, kdnnen zwei Geraden entweder

+ identisch sein
+ echt parallel sein oder
» windschief sein.

Identische Geraden haben unendlich viele Schnittpunkte und weisen keinen Abstand zueinander auf.
Der Abstand bei identischen Geraden ist also gleich Null.

Ein Punkt und eine Gerade

Gegeben sei ein Punkt P(x1, xo,x3) und eine Gerade ¢ : ¥ = @ + ¢;U mit dem Ortsvektor

— —

a und dem Richtungsvektor ;7 . Dann berechnet sich der Abstand wie folgt:

Zwei parallele Geraden

Da der Abstand zwischen zwei parallelen Geraden immer gleich grof8 ist, wahlt man auf einer der
beiden Geraden einen Punkt aus und berechnet den Abstand zwischen der anderen Gerade und
diesem Punkt. Am sinnvollsten ist es, den Aufpunkt einer Geraden zu wahlen, d. h. den Punkt,
auf welchen der Ortsvektor zeigt, und den Abstand von diesem Aufpunkt zur anderen Geraden zu
berechnen.

—

Gegeben seien die parallelen Geraden g und }, mit den Ortsvektoren g und g und den

—

Richtungsvektoren ¢ und ¢ :

g:r=a+tv
h:Z=0b+tyl
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Die Berechnung des Abstandes erfolgt dann mit:

ad—b) x &
dlg. ) = =2
bzw

b—a@) x ¥
dlg. by = 102>

Zwei windschiefe Geraden

Die kleinste Strecke, die zwei Geraden ¢ und }, miteinander verbindet, bezeichnet man als

Gemeinlot der beiden Geraden. Die Gerade, auf der das Gemeinlot liegt, wird als
Minimaltransversale der beiden Geraden bezeichnet. Die Minimaltransversale ist diejenige Gerade,
die im rechten Winkel zu den beiden Geraden steht. Die Lange des Gemeinlots von g und }, istder

Abstand d = d(g’ h) der beiden Geraden.

Gegeben seien die windschiefen Geraden ¢ und j mit den Ortsvektoren g und g und den

—

Richtungsvektoren ¢ und 4 :

g T=ad+t7
h:Z=0b+tod

Der Normalenvektor 47 , welcher senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren ;7 und 7 steht,
kann Uber das Kreuzprodukt berechnet werden:

n=u0XwW

Danach wird der Normalenvektor auf die Lange 1 normiert:
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Der Abstand der beiden windschiefen Geraden kann dann berechnet werden zu:

¥ MERKE

Wichtig: Windschiefe Geraden treten nur im dreidimensionalen Raum auf!

Beispiel 1: Abstand zwischen Punkt und Geraden

Wir beginnen mit einem Einfihrungsbeispiel, in welchem wir dir zeigen wollen, wie der Abstand
zwischen einem Punkt und einer Geraden berechnet wird:

‘
Gegeben  seien  der  Punkt P(3, 2, 1) und die Gerade
—2 —1
g:x= 4 + 1 - 2 . Berechne den Abstand des Punktes
—1 1

P vonder Geraden !

Wir ziehen die obige Formel heran:
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Zunachst berechnen wir (ﬁ— Ez’) :

Danach berechnen wir:

(F—a)x v

Als nachstes berechnen wir die Lange des Vektors:

((F— @) x ) = /(—6)2 + (=7)2 + 82 = 12,21

Der Zahler ist bestimmt. Wir betrachten als nachstes den Nenner und berechnen die Lange des
Richtungsvektors:

0] = /(12 +22 +12 =245

Einsetzen in die Formel ergibt:

12,21

Der Abstand des Punktes P zur Geraden ¢ betragt 4,98.

Beispiel 2: Abstand zweier paralleler Geraden

Gegeben seien die beiden parallelen Geraden

4 8
g:T= 2 +t,-| —4 | und

—4 2

-3 -2
h:z= 4 +ty 1

=5 —0,5

Bestimme den Abstand der beiden parallelen Geraden!

Am sinnvollsten ist es, den Aufpunkt der einen Geraden zu wahlen (also den Ortsvektor) und den
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Abstand dieses Aufpunktes mit der anderen Geraden zu bestimmen.

4
Wir wéhlen den Aufpunkt der Geraden g mit @ = 2 . Wir berechnen den Abstand dieses
—4
Aufpunktes zur Geraden }, mit der Formel:
g
(@ — b) x @]
d(g,h) = i
|
Wir berechnen zunéchst (d’ — g) :
Danach berechnen wir (a’ — 5) &R
7 —2 —2.(=0,5)—1-1 0
—2 | x 1 = | 1-(=2)=7-(-0,5) | = 1,5
1 —0,5 7-1—(=2)-(=2) 3

Wir berechnen die Lange des Vektors:

-

(@ —b) x @] = /02 + 1,52 +32 =335

Danach berechnen wir den Nenner, indem wir die Lange des Richtungsvektors der Geraden },
berechnen:

5| = \/(—=2)2 + 12 + (—0,5)2 = 2,29
Einsetzen in die Formel liefert uns:

3,35

= 1,46

Ne}
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Beispiel 3: Abstand zweier windschiefer Geraden

Gegeben seien die beiden parallelen Geraden

4 1
g:x=| —6 | +t;-| 1 | und

—1 2

1 —4

3 -2

Bestimme den Abstand der beiden windschiefen Geraden!

Wir bestimmen zunachst den Normalenvektor 47 , welcher senkrecht auf den beiden Geraden steht:
n = Xw

Dabei ist ¢; der Richtungsvektor der Geraden ¢ und 4; der Richtungsvektor der Geraden }
(siehe Kurstext):

Danach wird der Normalenvektor auf die Lange 1 gebracht:

ER

—

Ng =

=

Der Zahler ist bereits berechnet. Fir den Nenner missen wir die Lange des Normalenvektors
berechnen:

71| = /102 + (—6)2 + (—2)2 = V140
Einsetzen in die Formel:

10 0,845

= ——-| =6 | = | —0,507
V140 ~0,169

Der normierte Normalenvektor weist die Lange 1 auf:

Document doesn't look right? We'll help you out!

Oelle oY von oz


https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true

m\‘\(fingenieurkurse.de

CUMENT. . TEST DOCUMENT s P DB EORENT S Document doesn't look right? We'll help you outl = TEST DOCUMENT =~ TESTDOCUMENT =~ TESTDOCU

&) VERTIEFUNG

Im letzten Schritt kann der Abstand zwischen den beiden windschiefen Geraden bestimmt werden.
Hiebei handelt es sich um den kleinsten Abstand zwischen den beiden Geraden (Geimeinlot):

d(g, h) = (@ — b) - 7iy|

Dabeiist g der Orstvektor der Geraden g und g der Ortsvektor der Geraden }, .

4 1 0,845
(| =6 |=[ o |)-| —0,507 | =3:0,845+—6-—0,507+—4-—0, 169 =
1 3 —0, 169

6,253

Die kleinste Strecke zwischen den beiden windschiefen Geraden betragt 6,253 Mal3einheiten.

1.6.6 Ubungsaufgaben zu Geraden im Raum

Fur die nachfolgenden Aufgaben soll die Lage der Geraden zueinander (parallel, identisch, windschief,
sich schneidend) bestimmt und der Abstand zwischen den Geraden berechnet werden (bei parallelen
und windschiefen Geraden).

Die Geraden werden in der folgenden Parameterdarstellung angegeben:

g:F=a+t7

8y
I
Sl

h : —|—t2U_;

Aufgabe 1: Lagebeziehung von Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden
0 1
o
g:T= 8 + - 2 und
-7 -2
CUMENT S\ TEST DOCUMENT S\ FEST.DOCUMENT S Document doesn't look right? Wel hhelp you outh S FESTDOCUMENT S N TEST DOCUMENT N S\ TEST.DOCY

Selle (U von oz


https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392248494?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

— 3
h:2= 0 + 19 1
6 -3

Zunachst wollen wir die Lagebeziehung beider Geraden zueinander bestimmen. Wir prifen als erstes,
ob parallele oder sogar identische Geraden gegeben sind. Ist dies der Fall, so existieren flir identische
Geraden unendliche viele Schnittpunkte (Geraden liegen aufeinander). Bei parallelen Geraden existiert
hingegen kein Schnittpunkt.

Um das herauszufinden, missen wir priifen, ob die beiden Geraden Vielfache voneinander sind. Dazu
betrachten wir die Richtungsvektoren der beiden Geraden und berechnen ) :

v=\wW (alternativ: f = \iJ )-
1 3
2 = A 1
—2 -3

(1) 1 =23\
(2) 2=\
@) —2= -3\

(M A=+
3
@ A =2
@ A= >
3

Nur wenn ) Uberall identisch ist, liegen parallele (und ggf. identische) Geraden vor. Da dies hier nicht
der Fall ist, kdnnen die Geraden nur windschief sein oder sich schneiden.

Wir missen als nachstes prifen, ob die Geraden einen Schnittpunkt aufweisen oder keinen und damit
windschief sind.

Zur Uberpriifung missen wir beiden Geraden gleichsetzen und das lineare Gleichungssystem Iésen:
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0 1 -9 3
8 + 14 2 = 0 + 15 1
-7 —2 6 -3

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:
M 0+t =-94+ 3¢t
(2) 8+ 2t =0+t

@) =74 —2t; =6 — 3ty

Die erste Zeile (1) ist bereits nach ¢, aufgelost:

(1) &1 = =9+ 3t

Wir kénnen diese also in die zweite Zeile (2) einsetzen, um ¢, zu bestimmen:
2) 842 (=9 +3ty) =0+t

lg =2

Einsetzen in die erste Zeile (1) zur Berechnung von ¢ :

t1=—-94+3-2=-3.

Damit die Geraden einen Schnittpunkt haben, muss die letzte Gleichung eine Lésung haben. Dazu
setzen wir die Ergebnisse in die letzte Zeile (3) ein:

3) —7T+—2-(=3)=6—23-2

—1=0

Diese Aussage ist falsch. Damit besitzen die beiden Geraden keinen Schnittpunkt. Die Geraden ¢
und }, sind windschief zueinander.

Als nachsten wollen wir den Abstand der beiden windschiefen Geraden zueinander bestimmen. Dazu
bendtigen wir die folgenden Formel:

-,

d(g,h) = |(a@ = b) - 7|

Hierbei ist ﬁo der Einheitsvektor, welcher wie folgt berechnet wird:
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— —

Der Normalenvektor 47 , welcher senkrecht auf den beiden Richtungsvektoren ;7 und 7 steht,
kann Uber das Kreuzprodukt berechnet werden:

n=vXxWw
1 3 2. (=3)—(=2)-1 —4
n= 2 X 1 =1 (-2)-3—-1-(=3) | = -3
—2 -3 1-1—-2-3 -5

Danach normieren wir den Normalenvektor auf die Lange 1, indem wir diesen durch seine Lange teilen:

ER

—

nNg =

=

Dazu berechnen wir zunachst die Lange des Normalenvektors, durch die wir den Normalenvektor
anschlieRend teilen:

. —4 —0,566
h=—-| =3 | = —0,424
V50 \ 5 —0,707

Der Abstand der beiden windschiefen Geraden kann dann berechnet werden zu:

d(g,h) = |(a@—b) - 7|

Die kleinste Strecke zwischen den beiden windschiefen Geraden betragt 0,705 MaReinheiten.
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Aufgabe 2: Lagebeziehung von Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden

2 6
g: =\ 7| +t- 9 und
3 —12
9 -8
hoz=| 14 | +6-| —12
4 16

Zunachst wollen wir die Lagebeziehung beider Geraden zueinander bestimmen. Wir prifen als erstes,
ob parallele oder sogar identische Geraden gegeben sind. Ist dies der Fall, so existieren flir identische
Geraden unendliche viele Schnittpunkte (Geraden liegen aufeinander). Bei parallelen Geraden existiert
hingegen kein Schnittpunkt.

Um das herauszufinden, missen wir priifen, ob die beiden Geraden Vielfache voneinander sind. Dazu
betrachten wir die Richtungsvektoren der beiden Geraden und berechnen ) :

v=\w (alternativ: o = \v)

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:

(1) 6 =—8A
(2) 9 =—12\
() —12 =16\

Auflésen nach ) :

3
M A=—°
4
3
@ A=—°
4
3
3 A=—°
4

Alle Werte flr ) sind identisch, d. h. die Geraden sind Vielfache voneinander. Damit liegen entweder
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parallele oder identische Gerade vor.

Um zu Uberprifen, ob parallele oder identische Geraden vorliegen, wahlen wir den Aufpunkt einer der
Geraden und setzen diesen mit der Geradengleichung der anderen Geraden gleich.

Wir wahlen hier den Aufpunkt der Geraden ¢ und setzen diesen mit der Geradengleichung }, gleich:

3 9 —8
7= 14|+t | —12
3 4 16

Wir stellen das lineare Gleichungssystem auf:
(1)
(2 7=14 — 12t,

() 3 =4 + 16t

Wir I6sen nach t, auf:

3
(1) ty = ,
7
(2) -
=1
1
G) ty = ——
2 16

Da {5 nicht Uberall gleich ist, liegt der Aufpunkt der Geraden ¢ nicht auf der Geraden }, . Damit
handelt es sich hierbei um parallele Geraden.

Als nachstes wollen wir den Abstand der beiden parallelen Geraden zueinander bestimmen. Der
Abstand bei parallelen Gerade ist in jedem Punkt gleich. Wir kbnnen diesen berechnen zu:

—,

(@ — b) x 0|

|

d(g,h) =

Wir berechnen zunachst die Lange des Richtungsvektors der Geraden } :

15| = \/(—8)2 + (—12)2 + 162 = 21,541
Danach berechnen wir den Zahler (zunachst ohne Lange):
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) 3 9 -8 —124
@-b)yxao=( 7= 14 x| -12]=] 104
3 4 16 16

Wir berechnen die Lénge des resultierenden Vektors im Zahler:

-

(@ — b) x | = \/(—124)2 + 1042 + (16)2 = 162,63

Als nachstes konnen wir den Abstand berechnen:

162,63

dg,h) = 5750

= 7,55

Der Abstand zwischen den beiden parallelen Geraden g und }, betragt 7,55.

Aufgabe 3: Lagebeziehungen zweier Geraden

Gegeben seien die beiden Geraden

und

Zu Beginn gilt es, die Lagebeziehungen der beiden Geraden zu ermitteln. Dabei wird geprtft, ob
parallele oder gar identische Geraden gegeben sind. Sollte dies der Fall sein, liegen fiir identische
Geraden unendlich viele Schnittpunkte vor. Sind Sie jedoch parallel, haben Sie keine Schnittpunkte.

Um das herauszufinden, missen wir priifen, ob die beiden Geraden Vielfache voneinander sind. Dazu
betrachten wir die Richtungsvektoren der beiden Geraden und berechnen ) :
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1
A=—2=—-2=-0,33
3 I

Wir kénnen erkennen, dass samtliche ), den gleichen Wert haben, somit sind die Vektoren linear

abhangig.
= Die Vektoren sind linear abhangig.
=> Die Geraden sind also parallel oder identisch.

Nun setzen wir einen Punkt der ersten Geraden mit der zweiten Geraden gleich. Ublicherweise wird
als Punkt der Ortsvektor herangezogen. Wir wahlen den Ortsvektor der Gerade ¢ und setzen diesen

mit der Geraden }, gleich:

Ortsvektor von

4 -3
h:d=|{ =7 |+t 9
1 —6
2 4 -3
-1 | =1 -7 |+t 9
-3 1 —6

Fur jede Zeile ist nun das ¢ zu bestimmen:

Anhand der identischen Werte von { wissen wir, dass der Ortsvektor von ¢ auf der Geraden von

h, liegt. Beide Geraden sind daher identisch und es gilt:
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h=g

Aufgabe 4: Lagebeziehungen zweier Geraden

Gegeben sind in dieser Aufgabe die Geraden

und

Zu Beginn gilt es, die Lagebeziehungen der beiden Geraden zu ermitteln. Dabei wird geprift, ob
parallele oder gar identische Geraden gegeben sind. Sollte dies der Fall sein, liegen fir identische
Geraden unendlich viele Schnittpunkte vor. Liegen sie jedoch parallel zueinander, haben sie keine
Schnittpunkte.

Um dies herauszufinden, stellen wir zunachst ein lineares Gleichungssystem auf und bestimmen fiir
jede Zeile das ) :

Fir die ), erhalten wir folgende Werte:

A=1
|

A=0,5
|

A=0,6

Wir sehen, dass die Werte fiir alle ) unterschiedlich sind. Somit sind die Vektoren linear unabhangig.

= linear unabhangig
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=> Die Geraden haben einen Schnittpunkt oder liegen windschief zueinander.

Fur weitere Aussagen sind die beiden Geradengleichungen gleich zu setzen, sodass sich ein lineares
Gleichungssystem ergibt:

(1l
@
®)

Die beiden ersten Gleichungen kdnnen schnell nach —4¢ umgeformt werden:
(1)

(2) —2s = —4t

3)

Durch Gleichsetzen der beiden ersten Gleichungen, erhalten wir den Wert s . Setzen wir diesen Wert
in die letzte Gleichung ein, ergibt sich der Wert fur ¢ :

Einsetzen in die letzte Gleichung:

I —2
5=10t II:10
t=0,5

Dass die letzte Gleichung eine Ldsung hat, ist Voraussetzung daflir, dass die Geraden einen
Schnittpunkt besitzen. Dies kdnnen wir dadurch prifen, indem wir die Ergebnisse fir s und ¢ in die

letzte Gleichung einsetzen:

®)
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Das Ergebnis zeigt, dass die Aussage wahr ist. Die Geraden besitzen somit einen Schnittpunkt.

Zur Ermittlung des Schnittpunktes setzen wir eine Lésung in eine der Geradengleichungen ein:

1 —4
g: =\ -2 | +s —2
1 6
oder
—1 —4
h:2=1| —2 | +t —4
2 10
Mitt:0,52
—1 —4
—2 | 4+0,5-| —4
2 10
-3
=S5=| 4
7
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Aufgabe 5: Lagebeziehungen zweier Geraden

Gegeben sind in dieser Aufgabe die Geraden

und

Zu Beginn gilt es, die Lagebeziehungen der beiden Geraden zu ermitteln. Dabei wird gepruft, ob
parallele oder gar identische Geraden gegeben sind. Sollte dies der Fall sein, liegen firr identische

Geraden unendlich viele Schnittpunkte vor. Liegen sie jedoch parallel zueinander, besitzen sie keine
Schnittpunkte.

Zur Prifung, ob die Richtungsvektoren linear abhangig sind, stellen wir ein lineares Gleichungssystem
auf:

0=—1\ 1:1
A=0
2=\
A= -2

|:2
A=0,5

Wir sehen, dass die Werte der )\ unterschiedlich sind. Daraus schlieen wir, dass die Vektoren linear
unabhangig sind.

= linear unabhangig

= Die Geraden sind daher entweder windschief zueinander oder haben einen Schnittpunkt.

Fur weitere Aussagen setzen wir die Gleichungssysteme gleich und generieren ein lineares
Gleichungssystem:
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t = —1 [||Wertfir ¢ in die zweite Gleichung einsetzen. Dadurch ergibt sich der Wert fir s :

3+s=-2+2t Il -3

Ob die Geraden einen Schnittpunkt haben, finden wir dadurch heraus, dass die letzte Gleichung eine
Lésung hat. Um dies zu Uberprifen, setzen wir die Ergebnisse in die letzte (dritte) Gleichung ein:

3=—4

Wir sehen, dass die Aussage falsch ist, woraus wir schlieBen kdnnen, dass beide Geraden keinen
Schnittpunkt haben.

= g und } liegen windschief zueinander.
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1 Matrizen

Eine Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema, welche aus Zahlen (Elementen) besteht. Diese sind
in ™ -Zeilen (Zeilenvektoren) und 7, -Spalten (Spaltenvektoren) angeordnet. Die allgemeine Form
einer Matrix ist:

d - Hauptdiagonale
Spalten

m .
Zeilen Ay Ay, Ay ay, a\w\ a, 4, Ay,
a, a, 8, --- a, a, 8, 8, - 8
... a .
aa1 a32 a33 3n 831 .a32 ag aan
am‘i am2 am3 == amn am1 am2 am3 - a\mn

Allgemeine Matrixdarstellung

Es gibt unterschiedliche Erscheinungsformen einer Matrix, die wir uns im Nachfolgenden mal genauer
anschauen wollen.

Einheitsmatrix

Fur die Einheitsmatrix gilt, dass die Elemente a,,,, auf der Diagonalen den Wert 1 annehmen, wobei
alle Ubrigen Elemente den Wert Null annehmen.

A:

oS O
O = O
_ o O

Die obige Matrix ist eine 3 x 3 Matrix. Alle Elemente auf der Hauptdiagonalen nehmen den Wert 1

an, alle ubrigen Elemente sind Null.

Es existiert fuir jede Grole einer Matrix eine zugehorige Einheitsmatrix!
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Matrix (m-Spalten, n-Zeilen)

Es gibt Matrizen, bei denen die Zeilen- und Spaltenanzahl unterschiedlich ist, wie in den nachfolgenden
beiden Beispielen dargestellt:

Quadratische Matrix

Eine quadratische Matrix ist - wie der Name bereits aussagt - eine Matrix, die eine quadratische Form
aufweist. Hier ist die Anzahl der Zeilen und Spalten identisch.

2 7 4
A=11 3 2

2 4 7

2 7T 4 =2

1 —4 2 5
A= 1 6 7 9

-7 4 2 1
Nullmatrix

Von einer Nullmatrix ist die Rede, wenn alle Elemente innerhalb der Matrix den Wert Null annehmen.

Transponierte Matrix

Vertauscht man in einer Matrix die Zeilen mit den entsprechenden Spalten, so entsteht eine
transponierte Matrix A7" (oder Schreibweise A ):

A= (a'ik)m,n — AT = (aki)n,m

In Worten: Beim transponieren wird die 1. Zeile mit der 1. Spalte, die 2. Zeile mit
der 2. Spalte usw. getauscht.
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Dazu betrachen wir das nachfolgende Beispiel:

Transponiere folgende Matrix !

Die folgenden Regeln beim Transponieren einer Matrix missen beachtet werden:

. (A+B)T:AT+BT
* (SA)T =g- AT (s istein Skalar.)

© (AB)" =B"- AT

Symmetrische Matrix

Eine symmetrische Matrix ist eine quadratische Matrix (siehe oben), bei welcher die Eintrage
spiegelsymmetrisch bezuglich der Hauptdiagonalen sind. Eine symmetrische Matrix stimmt mit ihrer
transponierten Matrix Uberein.

Symmetrische
Matrix

o
W

3 3 5
3 9 6
5 6 2

0
o O

3
5

(1 @]

6

Spiegelung an der
Hauptdiagonalen

Symmetrische Matrix

11 Addition und Subtraktion von Matrizen

Matrizen kénnen addiert bzw. subtrahiert werden, wenn sie vom gleichen Typ sind. Vom gleichen Typ
bedeutet, dass sie die gleiche Anzahl an Zeilen und Spalten besitzen.
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Gegeben seien die Matrizen A = (ay;) und B = (f;;) mit

1,9 =1,...,n.

Man addiert (subtrahiert) das Element der ; -ten Zeilen und j -ten Spalte der

Matrix 4 mit dem Element der ; -ten Zeile und 7 -ten Spalte der Matrix 1 .

5 11 15
Gegeben seien die Matrizen A= |8 4 2 und . Berechne
9 5 1
A+ Bud A_ B!
5 11 15 2 4 6 3 7 9
A-B=1|8 4 2]|—-[3 5 7]=1]5 -1 =5
9 5 1 1 8 9 8§ —3 -8

1.2 Multiplikation mit Zahlenwerten bei Matrizen

Eine Matrix A = (aij) € R™*™ wird mit einem Zahlenwert ) ¢ R

multipliziert, indem jedes Element der Matrix 4 mit )\ multipliziert wird:

A A= ()\Clij)

Gegeben sei die Matrix A = .Berechne ). 4 mit ) = 2!

— N Ot
0w o
© B~
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5 6 7 10 12 14
ANA=2-12 3 4]=14 6 8
1 89 2 16 18

1.3  Rechenregeln fur Matrizen

1. A+ B = B+ A (Kommutativgesetz)

2 A+0=0+ A= A (Nullmatrix)

3. AE = EA = A (Einheitsmatrix)

4. A(B+ C)= AB+ AC (Distributivgesetz)
5. A(BC) = (AB)C = ABC (Assoziativgesetz)
6. (A B)T — BT AT (Transponierte des Produkts)
7. (AB)™!' = Bt A~ (Inverse des Produkts)

8. MA+B)=M+)\B

9. A+ p)A=XA+pA

¢ MERKE

WICHTIG: Das Matrizenprodukt ist NICHT kommutativ, d. h. es gilt:
AB + BA

1.4  Matrizenmultiplikation

¢ MERKE

Zwei Matrizen kdnnen miteinander multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl
der 1. Matrix gleich der Zeilenanzahl der 2. Matrix ist.

Wie bereits im vorherigen Kapitel erwahnt, ist das Matrixprodukt NICHT kommutativ. Wenn Matrix A
mit Matrix [ multipliziert wird, ergibt sich ein anderer Wert, als wenn Matrix B mit Matrix A
multipliziert wird.
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g

Bitte beachte, dass wenn A B existiert, B A nicht automatisch existieren
muss.

Durchfihrung der Matrizenmultiplikation

ap; a bii Do b
Gegeben seien die Matrizen A = ( 1 12) und B = ( 12 13).

ao1  A22 ba1 bz bos

g

Die Multiplikation der beiden Matrizen erfolgt durch:

_ (a11biy + azbyr  ay1bia + ajabay  ai1biz + ag2bos
AB =
a21011 4 a22bo1  a21b12 4 asabay  as1bi3 4 asabos

¥ MERKE

Bei der Matrizenmultiplikation gilt: Zeile mal Spalte.

Beispiel: Matrizenmultiplikation

g
1 2
Gegeben seien die Matrizen A= |4 5 und B = <10 12).
11 14
7 8
Berechne AR'!
1 2 10 12 104+22 12+ 28
AB=14 5 -<11 14): 40+ 55 48+ 70
7 8 704+ 88 84+ 112
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32 40
=19 118
158 196

ARB liefert ein Ergebnis, da die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahlvon [ ist. Allerdings
liefert in diesem Beispiel B A kein Ergebnis, da die Spaltenanzahl von B (2 Spalten) nicht gleich
der Zeilenanzahl von A (3 Zeilen) ist.

Rechenregeln zur Matrizenmultiplikation

1. B(A;+ As) = BA; + BAy, A(By+ By) = AB1 + AB,
2. a(AB) = (a¢A)B = A(aB)

3. A(BC)

(AB)C

4. FA=AFE=A

Gegeben sei die Matrix 4 = (1 2 3) .Berechne [ A sowie AF!

4 5 6

Die Matrix A hat 3 Spalten und 2 Zeilen. Um F] A zu berechnen, wird eine Einheitsmatrix benétigt,

welche 2 Spalten besitzt. Denn es gilt: Die Spaltenanzahl der 1. Matrix muss gleich der Zeilenanzahl
der 2. Matrix sein (und die Einheitsmatrix stellt in diesem Fall die 1. Matrix dar).

Unm AF zu berechnen, wird eine Einheitsmatrix bendtigt, welche 3 Zeilen besitzt, denn die
Einheitsmatrix stellt in diesem Fall die 2. Matrix dar:

¥ MERKE

Die Einheitsmatrix zeichnet sich dadurch aus, dass ihre Diagonale aus Einsen
besteht und die restlichen Elemente aus Nullen.
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1.5 Gauf Eliminationsverfahren

Das GauBsche Eliminationsverfahren ist ein Verfahren zur Ldsung von linearen
Gleichungssystemen (LGS). Dieses Verfahren beruht darauf, dass elementare Umformungen das
Gleichungssystem zwar andern, aber die Losung trotzdem erhalten bleibt. Durch die Umformungen
wird das Gleichungssystem in ein einfacher zu I6sendes LGS Uberfiihrt.

Zu den elementaren Umformungen zahlen:

+ Addition/Subtraktion einer Gleichung zu einer anderen
» Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalar )\ ungleich null

» Vertauschen zweier Zeilen
+ Addition/Subtraktion des ) -Fachen einer Zeile mit den [t -Fachen einer Spalte.

Lineares Gleichungssystem

Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von m linearen Gleichungen mit 7 Variablen
L1, L2y s T

ai111 + a12T2 + ...+ ApnLy = bl

a1 -+ a92X2 + ...+ AonLy — bg

Am121 + Qoo + ... + QnTyn = by,

In Matrixschreibweise:

n b
(Cln 12 @1\ /i;\ 1\

921 a92 Ao,

\a;nl Ao - amn) \xn) \bn/

Vorgehensweise des GauRschen Eliminationsverfahrens

In einer Matrix A sucht man die Spalte aus, welche mdglichst viele Nullen aufweist und mit einer
moglichst einfachen Zahl 7£ 0 . Mit Hilfe dieser Spalte wird versucht, mittels der elementaren

Umformungen Nullen zu erzeugen, sodass das Gleichungssystem geldst werden kann.
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Beispiel: GauB Eliminationsverfahren

2 84 [T 8
Gegeben sei: 0 3 1 Ty | = 3
3 5 4) \T 5
%1 %2 x3
Die 1. Spalte wird ausgewshit und die -1 markiert,
-1 4 2 4 Mithilfe dieser wird versucht in der 1.5palte Nullen zu erzeugen,
1. Schritt: Umn den Wert 2 der gekennzeichneten Spalte Null werden zu lassen, wird die erste Zeile mit 2 multipliziert
2 g 4 4 nd dann mit der 2. Zeile addiert.
0 3 1 3 2. schritt: Der 3. Wert der 1. Spalte ist bereist Null,
3 5 4 5 3. Schritt: Um den Wert 3 der gekennzeichneten Spakte Mull werden zu lassen,
wird die erste Zeile mit 3 multipliziert und mit der 4. Zeile addiert.
0 16 16 Dasalte LSG it nun ersetzt durch die markierte Gleichung (1. Zeile) und die 3 neven Gleichungen (2. - 4. Gleichung):
Es wird wieder ein ,einfacher” Wert markiert (in diesem Fall wieder die 1), um in der
betreffenden Spalte Nullen zu erzsugen.
0 g 1 g 1. Schritt: Um den den Wert 8 der gekennzeichneten Spalte Null werden zu lassen,
wvird die 2. Zeile mit 8 multipliziert und dannvon der 1. Zeile subtrahiert.
o 17 10 17 [2. Schritt: Umn den Wert 10 der gekennzeschnaten Spalte Null werden u lassen,
[Wird die 2, Zeile mit 10 multipliziert und dann von der 3. Zeile subtrahiert,
[i] | -H | [i] -8 Das alte LSG ist nun ersetnt durch die markierte Gleichung (2. Zeile) und die 2 neven Gleichungen (1. und 3. Zeile):
Es wird nun der Wert -8 markiert.
0 13 0 13 [1. schritt: Urn den Wert -13 der gekennzeichneten Spalte Null werden zu lassen, wird die 1. Zeile mit -13 und
D 2, Zizibe rriit & multiplitiert. Die beiden Zeilen werden dann miteinander addiert.
[ 0 0 0 0 |

Gaul} Eliminationsverfahren

Die letzte Gleichung ist fiir alle x; = () und wird weggelassen. Das urspriingliche LGS ist nun durch

die blau markierten Gleichungen ersetzt:

(1) —x1+4x9+2253=4

(2) 31’2 +x3 = 3

©)

Losung des LGS:

Dieses LGS kann nun aufgelost werden (rickwarts):

(3) o

(2) XT3

=1

:3—3372

(1) T :4$2+2£E3—4

Einsetzen ergibt dann:
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Dieses LGS hat die eindeutige Lésung: (O7 1, 0)

1.6 Invertierbare Matrix

Eine Matrix 4 mit n x n Elementen heilt invertierbar, wenn eine Matrix A—1 mit (n xT n)

Elementen existiert, so dass gilt:
AV A=A A""=E,

A1 istdie Inverse Matrix von A.

¥ MERKE

Es existiert genau eine Inverse 4—1 zu einer invertierbaren Matrix 4 , deren

Multiplikation mit A die Einheitsmatrix F,, ergibt. Erfiillt eine Matrix nicht diese
Voraussetzung, so nennt man diese singular.

Zum besseren Versténdnis zeigen wir dir ein Beispiel.

Erstelle die Inverse der Diagonalmatrix mit der Form
!

Damit man eine Einheitsmatrix erhalt, muss die Inverse A—l die Form

haben. In diesem einfachen Beispiel wurde eine Diagonalmatrix verwendet, da diese immer
invertierbar ist. Dies muss aber fiir andere Matrizen nicht der Fall sein. Zudem ist es relativ selten, dass
die Inverse einer ganzzahligen Matrix erneut ganzzahlig wird.

Berechnung der Inversen mithilfe des GauR-Jordan Algorithmus

Eine Inverse fur kleine Matrizen kann mit Hilfe des GauR-Jordan Algorithmus bestimmt werden. Hierzu
bedient man sich der elementaren Zeilenumformung.

Erzeuge die Inverse folgender Matrix mit Hilfe der Einheitsmatrix
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Man beginnt damit, die vorhandene Matrix in die Einheitsmatrix zu Gberfuhren und fuhrt diese Schritte
analog mit der Einheitsmatrix durch, die hierdurch zur Inversen A4—1 von A wird:

1. Subtrahiere den dreifachen Wert der ersten Zeile von der zweiten Zeile:

2. Addiere den dreifachen Wert der dritten Zeile zu der zweiten Zeile:
3. Subtrahiere den Wert der dritten Zeile von der ersten Zeile:

4. Subtrahiere den zweifachen Wert der zweiten Zeile von der dritten Zeile:

Links steht nur die Einheitsmatrix
und rechts die Inverse Matrix

Mit ein wenig Ubung und Probieren kannst du so die Inverse bestimmen.

1.7 Rang einer Matrix

Eine Matrix A = (aij) mit 4,5 =0,...,n besteht aus m Zeilenvektoren a7, ..., a,, und

aus 7 Spaltenvektoren b_i, s b_?; :
ai;r ... Qip

DieMatrix A = | ... ... ... | bestehtunteranderem
aAm1 - Qmn

aus dem Zeilenvektor

—

ai:<a11 a1n>

und dem Spaltenvektor

ai
b, =

Am1
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Der Zeilenrang einer Matrix 4 ist die maximale Anzahl linear unabhangiger

Zeilenvektoren von A .
Man schreibt auch rgA .

Es ist ebenfalls mdglich, die Spalten der Vektoren als Zeilen zu betrachten. Dazu
werden die Vektoren transponiert und in die Matrix eingetragen. Es entsteht die
transponierte Matrix, aus welcher dann der Zeilenrang abgelesen wird.

A und AT haben den gleichen Rang: TgA = TgAT

Um den Rang einer Matrix zu bestimmen, missen die einzelnen Zeilenvektoren auf lineare
Unabhangigkeit geprift werden. Ist dies bei der Ausgangsmatrix nicht moglich, kann diese mithilfe
elementarer Umformungen (Gaul} Eliminationsverfahren) in eine Zeilenstufenform gebracht werden
und dann die Zeilenvektoren auf lineare Unabhangigkeit geprift werden.

¥ MERKE

Elementare Umformungen verandern den Rang der Matrix nicht.

Zeilenstufenform

In der folgenden Grafik siehst du eine Matrix in Zeilenstufenform abgebildet.

o O |- =
o O O
o= O O
o= o O

Rang einer Matrix

Die Eintrage oberhalb der Stufen kénnen beliebige Eintrage sein. Die Eintrage auf den Stufen sind
Zahlen 7é O . Die Eintrage unterhalb der Stufen bestehen nur aus Nullen.
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Bestimmung der Range von Matrizen

Gegeben sei die Matrix:

500 0
0 2 00
4=10 036
0O 0 0 O

Da die Matrix bereits Zeilenstufenform besitzt, kann die lineare Unabhangigkeit der Zeilenvektoren
gepruft werden und somit der Rang ermittelt werden.

Innerhalb der obigen Matrix sind alle 3 Zeilenvektoren (Nullvektor wird nicht bertcksichtigt)
voneinander unabhéngig. Daraus folgt rgA =3.

Elementare Umformungen

Wie wir bereits in einem vorherigen Kurstext gezeigt haben, kann eine Matrix mittels elementarer
Umformungen (Gaul} Eliminationsverfahren) in eine einfachere Form gebracht werden. Der Rang der
Matrix wird dabei nicht verandert.

Gegeben sei die folgende Matrix: . Bestimme den Rang der Matrix!

Da diese Matrix keine Zeilenstufenform besitzt, muss sie mittels elementarer Umformungen in diese
Form gebracht werden, um dann den Rang zu bestimmen.
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2)| 4 2 0 0 12-2)
3) 1 1 2 1 1)—3)*2
4) 1 1 2 2 1)-4)*2
1) 2 1 0 0

2) 0 0 i} 0 Vertausche 2} und 4)
3 0 -1 -4 2

4 0 -1 -4 -4

1 2 1 0 0

2 o 4 -4 2) - 3)
3) 0 -1 4 2

4) 0 0 0 0

1 2 1 0 0

2o -1 4 3)*2-2)
3) 0 0 0 2

4) 0 0 0 0

1) 2 1 0 0

2) 0 1 4 0

3 0 0 0 2

4 0 0 0 0

Elementare Umformungen

Es ergibt sich nach den elementaren Umformungen folgende Matrix:
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OO O N

O O =

S O = O
o

Bestimmung des Zeilenrangs:

Der Zeilenrang ist TgA = 3 . Die letzte Zeile wird gestrichen, da dort alle Elemente null sind. Es

verbleiben noch drei Zeilen die alle voneinander unabhangig sind.

1.8 Determinanten

Unter einer Determinante versteht man einen eindeutigen Zahlenwert, der genau einer quadratischen
Matrix zugeordnet wird. Ist die Matrix nicht quadratisch, so existiert fur sie auch keine Determinante.

Die Determinante hat die Kennzeichnung det(A) oder |A|.

Berechnung der Determinante von Matrizen unterschiedlicher GroRe

Zur Berechnung der Determinante von Matrizen unterschiedlicher GroRRe existieren verschiedene
Méoglichkeiten, die im Folgenden aufgezeigt werden.

Determinante der (0, 0) - Matrix

Die Determinante der (0, 0) - Matrix ist ] .

Determinante einer (1, 1) - Matrix

det(a) = a

Determinante einer (2, 2) - Matrix

Bestimme die Determinante der Matrix !

det(A) =2-—3—4-6=—30
Die Determinante von A ist gleich —3() .

Determinante einer (3, 3) Matrix
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Regel von Sarrus

¢ MERKE

Regel von Sarrus: Es werden die ersten beiden Zeilen unter die Matrix
geschrieben, dann addiert man das Produkt aus den Elementen auf der griinen
Diagonalen und subtrahiert davon das Produkt aus den Elementen auf der blauen
Diagonalen.

g

Bestimme die Determinante der Matrix !

Die Determinante von A istgleich —§ .

¢ MERKE

Zur Erinnerung: Es wurde bereits im Kapitel Das Spatprodukt das Vorgehen
fur eine solche Rechnung beschrieben und veranschaulicht.

1.8.1 Laplacescher Entwicklungssatz

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz kann man die Determinante einer (n, n) - Matrix ,nach

einer Zeile oder Spalte entwickeln®.
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¢ MERKE
Laplaceschen Entwicklungssatz fiir die i-te Zeile:
A = (a;;) — det(A) = i(—l)“j a;; det(Ai;)
j=1
Laplaceschen Entwicklungssatz fiir die j-te Spalte:
A = (a;;) — det(A) = Z(—l)iﬂ a;; det(Ai;)
i=1

Dabeiist A;; die (n — 1) x (n — 1) - Untermatrix. Sie entsteht durch Streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Wie bei der Bestimmung der Determinante vorgegangen wird, zeigen wir dir anhand
eines Beispiels.

Entwicklung nach der i-ten Zeile

Gegeben sei die Matrix 4 =

— N
— = DN

3
3 | . Berechne die Determinante dieser
3

Matrix!

Mochten wir nach der ersten Zeile entwickeln, muissen wir als Erstes die drei
Streichungsdeterminanten berechnen, um dann die Determinante von A4 ermitteln zu kénnen.

Vorgehensweise bei der Entwicklung der 1. Zeile

1. Schritt: Streichen der 1. Zeile und der 1. Spalte:
2. Schritt: Streichen der 1. Zeile und der 2. Spalte:
3. Schritt: Streichen der 1. Zeile und der 3. Spalte:

4. Schritt: Einsetzen in die Formel:
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n

det(A) = Z(—l)Hj - aqj - det(Aq;)

j=1
= (- 1.0+ (=D 2.3+ (-3 1==-3

Die Determinante von A betragt demnach —3 .

Entwicklung nach der j-ten Spalte

1 2 3
Gegeben sei dieselbe Matrix A = | 2 1 3 |. Berechne die Determinante
1 1 3

dieser Matrix!

Moéchten wir nach der ersten Spalte entwickeln, muissen wir wieder zunachst die drei
Streichungsdeterminanten berechnen, um dann die Determinante von 4 ermitteln zu kénnen.

Vorgehensweise bei der Entwicklung der 1. Spalte

1. Schritt: Streichen der 1. Spalte und der 1. Zeile:
2. Schritt: Streichen der 1. Spalte und der 2. Zeile:
3. Schritt: Streichen der 1. Spalte und der 3. Zeile:

4. Schritt: Einsetzen in die Formel:

n

det(A) = Z(—l)i+1 ~a; - det(An)

i=1
= (- 1.0+ (—1)* 2.3+ (1) 1.3=-3
Die Determinante von A betragt demnach —3 .
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Anwendungsbeispiel

Gegeben sei die Matrix A = . Berechne die Determinante

N — DN =
W = =N
— W W W
o = O O

von A'!

Wir entwickeln nach der 4. Spalte, da in dieser die meisten Nullen stehen und sich die Determinante
damit einfacher berechnen lasst.

1. Schritt: Streiche 4. Spalte und 1. Zeile:

Die Determinante muss hier nicht berechnet werden, da das Element der Matrix in der Laplaceschen
Entwicklungsformel @1, = ( . Damit wird der gesamte Term

(—1)1+4 AV det(A14) =0.

Das Gleiche gilt fiir ‘A24‘ und ‘A44‘ .
Far |A34\ allerdings ist das Element @34 = 1. Demnach wird der Term
(—1)3+4 caA3q det(A34) 7é 0,

weshalb wir die Streichungsdeterminante det(A34) bestimmen mussen.

2. Schritt: Streiche 4. Spalte und 3. Zeile:

3. Schritt: Anwendung der Regel von Sarrus:

Regel von Sarrus
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4. Schritt: Einsetzen in die Formel:

Die Determinante von A betragt demnach —19.

Regeln fur elementare Umformungen

Fur grofiere Matrizen empfiehlt sich die Matrix in eine einfachere Form zu bringen. Allerdings haben
elementare Umformungen von Matrizen Auswirkungen auf die Determinante. Im Folgenden haben wir
diese Auswirkungen fur dich zusammengefasst.

¢ MERKE

Folgenden Regeln bei der Umformung von Matrizen sollten bekannt sein und
kénnen dadurch eine Berechnung vereinfachen:

1. Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der

Hauptdiagonalelemente.

Die Determinante ist linear in jeder Spalte.

3. Das Tauschen von 2 Spalten fihrt zum Vorzeichenwechsel der
Determinanten.

4. Die Determinante einer Matrix mit linear abhangigen Spalten ist stets
gleich Null.

5. Die Determinante andert sich nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile
oder Spalte zu einer anderen addiert.

6. Eine Matrix ist nur dann invertierbar, wenn ihre Determinante ungleich
Null ist.

N

1.8.2 Cramersche Regel

Ist A eine quadratische (n,n)-Matrix mit |A| # 0, so ist

AT =b
eindeutig l6sbar.
Es gilt

_ A
A

x; fir ¢ =1,...,n mit = (z1,..,7,)

Die Matrix AZ- wird hierbei gebildet, indem die 4 -te Spalte der Koeffizientenmatrix 4 durch die
rechte Seite des Gleichungssystems g ersetzt wird.
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Anwendung der Cramerschen Regel

-1 2 4
Gegeben seien die Matrix A = 2 5 =8 und der Vektor
-2 6 7
2
b=| 4
—1

Berechnung der Determinanten

Al =

Regel von Sarrus
|A] = —1-5:74+2:6-4+(—2)-2-(—8)—4-5-(—2) — (—=8)-6-(—=1)—7-2.2 = 9

Da |A| 7é 0 besitzt das Gleichungssystem eine eindeutige Lésung, welche mit der Cramerschen

Regel berechnet werden kann.

Fir |A;| wird die 1. Spalte durch " ersetzt und die Determinante bestimmt:

Fir | Ay| wird die 2. Spalte durch 7 ersetzt und die Determinante bestimmt:

Fir | A3| wird die 3. Spalte durch 7 ersetzt und die Determinante bestimmt:
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2 2
As|=1]2 5 4|=61
6

Bestimmung der x-Werte

A 242 o6 s9
== — =
26,89
=1 0,89
6,78
2
Wird der Vektor 2 mit der Matrix A4 multipliziert, so ergibt sich der Vektor H = 4
—1

1.9 Eigenwerte und Eigenvektoren
1.9.1 Eigenwerte
Das Eigenwertproblem

A sei eine quadratische Matrix vom Typ (m, m) .

—

Das Eigenwertproblem sucht eine Zahl ) und einen dazugehdrigen Vektor 7 damit die
Matrizengleichung

Ar = \x
erflllt ist.

Die Zahl ) wird als der Eigenwert bezeichnet, der Faktor 7é 0 als der Eigenvektor.

Im nachsten Kurstext behandeln wir die Berechnung der Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten.

Diese Gleichung lasst sich umformen in:
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Arx — X =0

Multiplizieren wir die Einheitsmatrix mit dem Eigenvektor, so ergibt dieser sich selbst als Ergebnis. Wir
kénnen deshalb  — [’ setzen und formen die Gleichung um:

AEx — AEx =0
— (A= AE)z=0

Eigenwerte

Die Eigenwerte der Matrix 4 sind die Losungen der Gleichung (A — )\E)gc = (), welche ein

lineares Gleichungssystem darstellt.

Mit der Voraussetzung dass ;é 0 , ist dieses LGS genau dann I6sbar, wenn gilt:
Die Determinante stellt ein Polynom 1 -ten Grades mit der Variable ) dar:

Ist dieses Polynom normiert, so nennt man es das charakteristische Polynom Xn()\) der Matrix

a

¢ MERKE

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms Xn(/\) sind die Eigenwerte )

der Matrix A .

Ein Polynom 711 -ten Grades hat héchstens 71 Nullstellen. Somit existieren hochstens 7, Eigenwerte
der Matrix A.

Anwendungsbeispiel

g

Gegeben sei die folgende Matrix: A = ( 34 (5)>
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1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms und Nullsetzen

2. Schritt: Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms durch
Anwendung der p/q-Formel

: 2 2
8 8

A S 4/ (=22 —1

12 = 3 (2) 5

M=4+V1=5

/\2:4—\/123

A1 = 5 und )\, = 3 sind die Eigenwerte der Matrix A .

= Layeruwer te  bestimmen_
C

1.9.2 Eigenvektoren
Im diesem Kurstext zeigen wir dir die Berechnung der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten.

Der zu dem Eigenwert ) gehoérende Eigenvektor 7 ist die Losung der Gleichung
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(A= XE)Z =0, wobei 7=£( gilt.

Anwendungsbeispiel

3 0
Gegeben sei die Matrix aus dem vorherigen Beispiel A = ( 15 mit den

Eigenwerten \; = 5, Ay = 3. Berechne die zugehdrigen Eigenvektoren zu

A und )y !

Berechnung des 1. Eigenvektors

Aus )\; = 5 folgt:

(A—5E)% =0
:<_34 g>_5'<(1J (1)>
:(3—_45 585>

—

Ergebnis mit dem 7 multiplizieren und gleich Null setzen:

(T3 0) () o

D. h. es ist folgendes Gleichungssystem zu lésen:
221 +02, =0 —21=0

—4x14+ 025 =0 —21=0

Es gilt schonmal x, = 0.Da 7 7A 6 , muss Z9o einen Wert ungleich Null annehmen. Wir setzen
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S 0
To = 1.Soistz.B. der Vektor ¥ = (1 eine Losung des Problems, denn:

00

Berechnung des 2. Eigenvektors

)\2:3:

(A-3E)i=0:
=<_34 (5)>_3'<(1) (1))
:<3—_43 593)

—

Ergebnis mit dem 47 multiplizieren und gleich Null setzen:

-(G) ()=

D. h. es ist folgendes Gleichungssystem zu lésen:

0331 +0$2 =0

1
—4dr1+ 20, =0 — 2 = 5:{:2

Da hier wieder ein Vektor ;é 0 resultieren muss, kann keines der beiden Werte Null werden. Denn fur
x17 = (0 misste Ty ebenfalls gleich null sein, damit der obige Zusammenhang gegeben ist. Also

setzen wir x; = 1 . Das bedeutet, X9 muss den Wert 2 annehmen.

. 1
Da 7 7& ( ,istz.B. der Vektor 1 = <2 ist eine L6sung des Problems, denn:
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Eloen weldor beahmmen

a- (* 2) A.4
HE sl A=

1.9.3 Diagonalmatrix

In diesem Abschnitt werden die Diagonalmatrix und die Rechenregeln fir diese eingefihrt.

Als Diagonalmatrix bezeichnet man eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente auflerhalb
der Hauptdiagonalen Null sind. Diagonalmatrizen sind deshalb allein durch die Angabe ihrer
Hauptdiagonale bestimmt.

Diagonalmatrix

AN

|
oo w
oo
= O O

Sind dabei alle Zahlen auf der Hauptdiagonalen identisch, so spricht man auch von Skalarmatrizen.
Skalarmatrizen sind also skalare Vielfache der Einheitsmatrix.

1 00

E=10 10 Einheitsmatrix
0 0 1
3 00

A=10 3 0 Skalarmatrix
0 0 3

— A = 3. Ff —— Skalarmatrizen sind skalare Vielfache der Einheitsmatrix.
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Matrizenaddition von Diagonalmatrizen

Werden zwei Diagonalmatrizen 4 und [ miteinander addiert, so missen nur
die diagonalen Eintradge miteinander addiert werden.

Additionvon A = und B =

S O W
S NN O
_~ O O
S O =
o = O
N O O

A+ B=

S O
S Ww o
S O O

Wird eine Matrix zu einer Diagonalmatrix addiert, so &ndern sich auch hier nur
die Werte in der Diagonalen.

Addition von Matrix A= und Diagonalmatrix

N — W
— N
=W N

I
o oW
)
N O O

A+D=(3+4,2+1,4+2)=(7,3,6)
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¥ MERKE

Die Matrizenaddition ist kommutativ: A + ) = D + A

Matrizenmultiplikation von Diagonalmatrizen

Multiplikation mit einem Skalar

q

Die Multiplikation einer Diagonalmatrix mit einem Skalar wird so durchgefiihrt,
indem nur die diagonalen Eintrdge mit diesem Skalar multipliziert werden.

Vervielfachen der Diagonalmatrix [) = mit dem Faktor 3.

S O =
o = O
N O O

3.D=3-(4,1,2) = (12,3,6)

12 0 0
3-D=(0 3 0
0 0 6
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Multiplikation mit einer Matrix

Multiplikation der Matrix A = mit der Diagonalmatrix

DN — O
— N
=N

I
oo~
oo
N O O

Multiplikation von links:

Multiplikation einer Matrix von links mit einer Diagonalmatrix entspricht der
Multiplikation der Zeilen von A mit den Diagonaleintragen.

Multiplikation von rechts:

Die entsprechende Multiplikation von rechts entspricht der Multiplikation der
Spalten von A mit den Diagonaleintréagen.
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Die Diagonalmatrix bietet also bei den Berechnungen Vorteile, weil die Anzahl der
Rechenschritte sich stark reduzieren lasst.

Wie eine Matrix in eine Diagonalmatrix Uberfiihrt werden kann, zeigen wir dir im
folgenden Abschnitt.

1.9.4 Diagonalisierbarkeit

Es ist sinnvoll eine gegebene quadratische Matrix in eine Diagonalmatrix zu Uberfuhren, weil sich
die Matrizenaddition, die Skalarmultiplikation und die Matrizenmultiplikation vereinfachen (wie im
vorherigen Abschnitt gezeigt). Es gibt aber noch weitere Vorteile, die eine Diagonalmatrix aufweist:

» Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Eintrage auf der Hauptdiagonalen.

» Der Rang einer Diagonalmatrix entspricht den Eintragen auf der Hauptdiagonalen, sofern
ungleich null.

+ Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind die Eintrage auf den Hauptdiagonalen mit den
kanonischen Einheitsvektoren als Eigenvektoren.

Definition der Diagonalisierbarkeit

Eine n X n -Matrix A4 mit Eintrdgen aus einem Koérper [ ist genau dann diagonalisierbar, wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

‘
1. Das charakteristische Polynom zerféllt vollstédndig in Linearfaktoren.
2. Die geometrische Vielfachheit entspricht der algebraischen
Vielfachheit fiir jeden Eigenwert ), .
Zu1:

Sind fiir das charakteristische Polynom einer 1, X n -Matrix weniger als 7 Nullstellen gegeben, so
ist die Matrix nicht diagonalisierbar.

Zu 2:

geometrische Vielfachheit: Anzahl linear unabhangiger Eigenvektoren
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algebraische Vielfachheit: Die Anzahl der Eigenwerte, wobei die Vielfachheit der Nullstellen mit
berucksichtigt werden muss.

Sind Eigenwerte und Eigenvektoren identisch, so ist die Matrix diagionalisierbar!

Wie eine Matrix auf Diagonalisierbarkeit gepruft wird, zeigen wir dir in den
nachfolgenden drei Kurstexten.

1.9.4.1 Beispiel 1: Diagonalisierbarkeit

In diesem Abschnitt prifen wir, ob das charakteristische Polynom vollstandig in Linearfaktoren zerlegt
werden kann. Dies ist der Fall, wenn bei einer 7, X 1 -Matrix 1 Nullstellen existieren.

Anwendungsbeispiel 1: Diagonalisierbarkeit

Ist die obige Matrix diagonalisierbar?

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms

Xa(A\) =det(A — \E)
mit

Xa(A) = charakteristisches Polynom

Berechnung der Determinante mittels Regel von Sarrus (ersten beiden Zeilen unten anfligen):
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YaN) =2=X2) - (=2=XN)-2=X)—=(2=X)-(—=V5)-V5

Nur diese beiden Diagonalen sind relevant, weil die anderen null werden!

Ausklammern von (2 — )\) :

Xa) = 2= N[(=2=A) - (2= A) = (=V5) - V5]
Xa(A) = 2=M[(=2-1)-(2-2) = (=5)]

Xa(A) = (2=A)[(=2-2)-(2=-A) +5]

xa(A) = (2= A)[—4 + 2\ — 2\ + \* + 5]

Xa(A) = (2= N1+ N7]

Xa(A) = (2=2) - (A +1)

2. Schritt: Nullstellen\ Eigenwerte bestimmen

Das charakteristische Polynom gleich Null setzen und nach ), auflésen:

xaA)=2=XN)-(N+1)=0

Hier kdnnen wir die Nullstellen direkt ablesen, ohne eine Polynomdivison durchfiihren zu missen. Wird
eine Klammer zu Null, so wird der gesamte Ausdruck Null.

Die erste Klammer wird zu Null fir )\1 = 2.

Die zweite Klammer wird zu Null fur:

N+1=0

N =-—1

A= :{:\/__1 -> Wurzel aus negativer Zahl fur reelle Zahlen nicht méglich

——> Es liegen keine weiteren reellen Nullstellen vor.

Das bedeutet, es existiert eine reelle Nullstelle bzw. ein Eigenwert der Matrix A . Bei der gegebenen

n X n = 3 X 3 -Matrix ist also die Anzahl der Nullstellen geringer als 7 .

Daraus folgt, dass das charakteristische Polynom sich nicht vollstandig in Linearfaktoren
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zerlegen lasst. Die Matrix ist nicht diagonalisierbar.

1.9.4.2 Beispiel 2: Diagonalisierbarkeit

In diesem Abschnitt iberpriifen wir, ob die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen Vielfachheit
in der Beispielmatrix tGbereinstimmt.

Anwendungsbeispiel 2: Diagonalisierbarkeit

Ist die obige Matrix diagonalisierbar?

1. Schritt: Berechnung des charakteristischen Polynoms

Berechnung des charakteristischen Polynoms mittels Regel von Sarrus:

Xa(A) =(9—=A)-(6=X)-(6-A)
Nur eine Diagonale ist relevant, die anderen Diagonalen ergeben null.

2. Schritt: Nullstellen/Eigenwerte bestimmen

Die Eigenwerte kdnnen sofort abgelesen werden. Wenn eine Klammer null wird, dann wird der
gesamte Ausdruck zu null und die Bedingung Xn()\) = () ist erfillt.

AM=9.A3=6

Es sind also zwei Eigenwerte berechnet worden, wobei der 2. Eigenwert die Vielfachheit 2 aufweist.
Es existieren also 3 Nullstellen fir diese 3 x 3 -Matrix. —= Das charakteristische Polynom zerfallt

vollstandig in Linearfaktoren.

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren

Es muss als nachstes geprift werden, ob die algebraische Vielfachheit der Eigenwerte mit der
geometrischen Ubereinstimmt. Hierfir missen die Eigenvektoren zu den ermittelten Eigenwerten
berechnet werden. Dies geschieht mit der folgenden Formel:

(A= A\E) - 7=0

1. Eigenvektor:

mit )\ = 9 ergibt sich:
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Es gilt:

Es wird die Koeffizientenmatrix herangezogen und zunachst auf Zeilenstufenform gebracht (mittels
GauR-Algorithmus):

9-9 0 —6
18 6-9 0
0 0 6-9

0 0 -6

18 =3 0 (2 x 3. Zeile) — 1. Zeile
0O 0 -3

0 0 -6

18 =3 0

0O 0 0

Es kann nun das lineare Gleichungssystem aufgestellt werden:

(1) —6z3 =0

2) 18z; — 322 =0

Auflésen nach z :
(1): x3 = 0

@): 1 = %1‘2

Das vorliegende Gleichungssystem besitzt zwei Gleichungen, aber drei Unbekannte. Das bedeutet,
dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist und es unendlich viele Lésungen gibt. Eine spezielle
Lésung erhalt man, indem man fiir eine der Variablen einen beliebigen Wert einsetzt. Es gilt laut (1):

x3 = 0. Aus der 2. Gleichung resultiert, dass wenn 1, = 1 gesetzt wird, dann muss 75 = 6
gesetzt werden. Wir haben also einen Eigenvektor ermittelt:

Man hatte natirlich ebenfalls fir 1y = 2 einsetzen kénnen, dann wére 1, = 12 .
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Es existieren also unendliche viele Eigenvektoren, die aber alle linear voneinander abhangig sind:

Wir suchen aber linear unabhangige Eigenvektoren. Fur ) — Q existiert nur ein linear unabhangiger

Eigenvektor.

2. Eigenvektor:

Als nachstes wird der Eigenvektor fir )\ — ¢ mit der algebraischen Vielfachtheit 2 gesucht. Es

mussen hier 2 unabhangige Eigenvektoren resultieren, damit die algebraische Vielfachheit gleich der
geometrischen ist. Es wird nun wieder der Eigenvektor bestimmt:

(A—6-E)-7=0

Es kann als nachstes das lineare Gleichungssystem aufgestellt werden, da keine weiteren
Umformungen mittels Gaufd mdglich sind:

(1) 3$1 — 6273 =0
@ 18z, =0
Auflésen nach z :

(1) T3 = %.I’l

(2) T =0

Es gilt 2y = () . Das bedeutet, dass ebenfalls x5 = ( gilt (aus Gleichung(1)). Da der Eigenvektor

aber vom Nullvektor verschieden sein muss, kann x5 = 1 gesetzt werden. Somit resultiert ein

Eigenvektor fiir den Eigenwert 6:

Es resultiert nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor.

Wir haben also ingesamt 2 linear unabhangige Eingenvektoren, aber 3 Nullstellen gegeben. Die Matrix
kann nur diagonalisiert werden, wenn die Anzahl der Nullstellen gleich der Anzahl der Eigenvektoren

ist. Fur die Nullstelle x93 = 6, d.h. fur den Eigenwert ) — ¢, mussten demnach 2 linear

unabhangige Eigenvektoren resultieren, weil dieser Eigenwert die Vielfachheit 2 aufweist.
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Die algebraische Vielfachheit stimmt also nicht mit der geometrischen tiberein. Die
Matrix kann nicht diagonalisiert werden.

1943 Beispiel 3: Diagonalisierbarkeit

In diesem Abschnitt zeigen wir dir, wie eine Matrix diagonalisiert werden kann.

Anwendungsbeispiel 3: Diagonalisierbarkeit

g

Ist die Matrix A diagonalisierbar? Wenn ja, diagonalisiere die Matrix A
(ermittele die Diagonalmatrix 3B )!

1. Schritt: Bestimmung des charakteristischen Polynoms

Xa(A) = det(A — \E)

Die Determinante wird mittels Regel von Sarrus bestimmt:

Xa(A)=(=2=2)-B=A) - (-1=2) = (=1 =X)-(=2) -2
Xa(A) = (=1=2)-[(=2=2)-3=A) = (=2) - 2]
XAA) = (=1 = X)) - (=6 +2) — 3\ + \* +4)

Xa(N) = (=1=2)- (N =1 -2)
2. Schritt: Bestimmung der Eigenwerte

Xa(A) =det(A—AE) =0
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Wird eine der obigen Klammern des charakteristischen Polynoms gleich null, so wird die gesamte
Gleichung null. Die Nullstellen sind die Eigenwerte der Matrix. Sie kdnnen ermittelt werden, indem
Werte fur ) eingesetzt werden. Diese Werte ) fihren dann dazu, dass die gesamte Gleichung null

wird.

(—1=A)=0 =X\ =-1

M —=A=2)=0

Anwendung der p/q-Formel:

SN
A3 = 5 + \/(7) —(-2)

1 —1
Xog ==+ 4/(—)2+2
237 5 ( 5 )2+
1 3
Aoz ==+ >
22797 9
Ao =2
A3 = —1
Es resultieren also die zwei Eigenwerte )\1 = —1 mitalgebraischer Vielfachheit 2 und /\2 = 92 mit

algebraischer Vielfachheit 1.

— Es resultieren 1, — 3 Nullstellen fir diese 3 x 3 -Matrix. Das heildt, dass das
charakteristische Polynom vollstandig in Linearfaktoren zerlegt werden kann!

3. Schritt: Bestimmung der Eigenvektoren

Zu den oben angegebenen Eigenwerten sollen die Eigenvektoren bestimmt werden. Fir ) — —]
missen zwei linear unabhangige Eigenvektoren resultieren und fir ) — 9 ein unabhangiger
Eigenvektor, damit die algebraische Vielfachheit und die geometrische Vielfachheit tGibereinstimmen.

(A= XE)-Z=0
1. Eigenvektor: fir )\ — —1]
(A+1E)-Z=0

Wir wenden den Gauf3-Algorithmus an, um die Matrix soweit wie mdglich zu reduzieren:
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-1 =2 1
2 4 =2 2. Zeile + 2 x 1. Zeile
0o 0 0
-1 -2 1
0 0 0
0 0 0

Es kann nicht weiter reduziert werden:

1 -2 1 7
0 0 0f-/[a
0 0 0 T3

Das lineare Gleichungssystem sieht wie folgt aus:

—1'1—21'2+LU3:O

T, = —2x9 + T3

Es wird nun fir 1 = —2x9 + 3 eingesetzt:
T —2552 + T3
i) = i)
€3 €3

Vorziehen eines Faktors (andere Darstellungsform):

Die Eigenvektoren sind:

—2
1 und
0
Es resultieren 2 Eigenvektoren fiir den Eingenwert )\ — —1 mit der algebraischen Vielfachheit 2.

Demnach stimmen hier die geometrische und die algebraische Vielfachheit iberein.

2. Eigenvektor: fur ) — 2
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(A—2E)-7=0

Wir wenden den Gaul3-Algorithmus an, um die Matrix soweit wie mdglich zu reduzieren:

-4 =2 1
2 1 =2
0O 0 =3
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INHALTSVERZEICHNIS

1 Vektorraume
1.1 Linearkombination von Vektoren

Darstellung eines Vektors als Linearkombination

1.2 Lineare Abhangigkeit/Unabhangigkeit von Vektoren
Lineare Abhangigkeit von Vektoren
Lineare Unabhangigkeit von Vektoren
1.21 Lineare Abhangigkeit im R?

Zwei Vektoren im R?

Drei und mehr Vektoren im R?
1.2.2 Lineare Abhangigkeit im R®

Zwei Vektoren im R®

Drei Vektoren im R®

Anwendungsbeispiel

GauB-Algorithmus

Determinante

Vier und mehr Vektoren im R®
Anwendungsbeispiel
1.2.3 Neuer Eintrag 1
1.3 Vektorraum, Erzeugendensystem, lineare Hulle, Basis
Definition: Vektorraum
Addition von Vektoren
Skalarmultiplikation mit Vektoren
Lineare Hulle/Spann
Erzeugendensystem, Basis

Basis

Anwendungsbeispiel: lineare Hulle, Erzeugendensystem, Basis

Erzeugendensystem
Basis
1.4 Vektorrdume: Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1: Untervektorraum

Aufgabe 2: Untervektorraum
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Aufgabe 3: Vektorraum

1.5 Vektorraum, Untervektorraum

1.6 Lineare Hllle, Erzeugendensystem, Basis
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1 Vektorraume
Die nachfolgenden Abschnitte behandeln:

+ Linearkombination von Vektoren
+ Lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Vektoren
 Definition: Vektorrdume, lineare Hiille, Erzeugendensystem und Basis

1.1 Linearkombination von Vektoren

Die Linearkombination von Vektoren bezeichnet die Summe von Vektoren, wobei jeder Vektor mit einer
reellen Zahl multipliziert wird. Das Ergebnis ist wieder ein Vektor.

g
U= )\103 aF )\QCL_é AF oo TP )\na_;l

Dabei sind ¢; die Vektoren, )\, die reellen Zahlen und ¢/ der Ergebnisvektor.

¥ MERKE

Der Vektor ;7 ist eine Linearkombination aus den obigen Vektoren (; .

Darstellung eines Vektors als Linearkombination

Wir wollen zeigen, wie ein Vektor als Linearkombination von anderen Vektoren dargestellt werden
kann. Hierzu betrachten wir ein Beispiel.

Der Vektor i/ = (1,4,6) soll als Linearkombination der Vektoren (1,0,0),
(0,1,0) und (0,0, 1) (Einheitsvektoren) dargestellt werden.

(1,4,6) =1-(1,0,0) +4-(0,1,0) + 6 - (0,0,1)

Die Summe der drei Vektoren die mit den reellen Zahlen )\1 =1, )\2 = 4 und )\3 =06

multipliziert wurden, ergeben genau den Vektor (1,4,6). Der Vektor (1,4,6) wurde also als
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Linearkombination dargestellt.

Das obige Beispiel ist sehr einfach, weil es sich hierbei um die Einheitsvektoren handelt. Wir wollen ein
weiteres Beispiel betrachten:

Der Vektor i/ = (1,4,6) soll als Linearkombination der Vektoren (1,2, 1),
(1,1,1) und (2,1,1) dargestellt werden.

Das folgende Gleichungssystem muss gelost werden:

Bei diesem Beispiel ist es nicht mehr so einfach, die reellen Zahlen )\i zu bestimmen. Wir missen

uns nun uberlegen, welche Werte die )\i annehemen mussen, damit der Ergenisvektor resultiert.

Dazu stellen wir das folgende Gleichungssystem auf:

1=MXA -1+ X1+ N3-2 (x-Koordinaten)
4 =X -2+ Xy-1+4+ \g-1 (y-Koordinaten)

6 =X -1+ Xy-1+ \3-1 (z-Koordinaten)

Alles auf eine Seite bringen:
(1)
(2)
(3)

Hierbei handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem. Wir kdnnen hier zur Bestimmung der
Unbekannten die elementaren Umformungen vornehmen. Wir starten damit, die Gleichung (3) von der

Gleichung (1) zu subtrahieren. So fallen )\1 und )\2 durch Kirzen heraus und )\3 kann berechnet

werden:

(1 -3):

A+ A +2 3 —1— (A1 + A2+ A3 —6) =0 [Klammer aufidsen
AM+A+23 —1—A — XAy — A3+ 6 =0 [|Zusammenfassen

A3+ 5 =0 |nach )5 auflésen
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A3 = —5

Danach subtrahieren wir die Gleichung (1) von der Gleichung (2), um )\, zu erhalten:
(2) - (1):

20+ A2+ A3 —4— (A + A2 +2X3—1) =0 [Klammer aufldsen

M + X+ A3 —4— X — Xy —2X3+1 =0 [Zusammenfassen

A — A3 —3 =0 [Einsetzenvon \; = —5

A —(=5)—3=0

M+5—3=0

Al = —2

Die Unbekannte )\, kann jetzt einfach durch das Einsetzen von )\; und )3 in eine der obigen

Gleichungen bestimmt werden:
(M: A+ A +203—-1=0

[nach )\, auflésen

Ao =13

Alle Unbekannten sind bestimmt. Die Linearkombination sieht also wie folgt aus:

Bei der obigen Berechnung der Unbekannten kann die Berechnung (Subtraktion
der Gleichungen) in beliebiger Reihenfolge vorgenommen werden. Sinnvoll ist
dabei so vorzugehen, dass maoglichst viele Unbekannte wegfallen. Die obigen
Berechnungen konnen auch nach dem GauRschen Eliminationsverfahren
durchgefihrt werden.
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1.2 Lineare Abhangigkeit/Unabhangigkeit von Vektoren

Wir wollen uns als nachstes mit der linearen Abhangigkeit bzw. Unabhéngigkeit von Vektoren
beschéaftigen.

Lineare Abhangigkeit von Vektoren

Die Vektoren @3, a5. -, d,, heilen linear abhangig, wenn gilt:

I
=]

)\1(1_1 + )\2&3 + ...+ )\naﬂ;

Dabei diirfen nicht alle )\i (z = 17 2, e n) den Wert Null annehmen, damit
die obige Gleichung erfillt ist.

¥  MERKE

Lasst sich also der Nullvektor 6: (()7 0, ()) durch eine Linearkombination

aus den Vektoren @7, a4, -+, @, darstellen und ist mindestens ein ),
ungleich null, so sind die Vektoren linear abhangig.

Lineare Unabhangigkeit von Vektoren

—

Die Vektoren 3, a5, -, d,, heilen linear unabhéngig, wenn gilt:

|
AN @, + Xody + ... + A\pyar, =0
mit

A (Z =1,2, ,n) eR
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A (i=1,2,...,n) =0

Damit die obige Gleichung erfiillt ist, missen alle \; (i = 1,2,...,m) den

Wert null annehmen.

¢ MERKE

Der Nullvektor 6 = (()7 0, ()) darf sich nur durch eine Linearkombination aus

den Vektoren a3, a5. . a, ergeben, wenn alle )\; gleich null gesetzt

werden. Dann sind alle Vektoren linear unabhangig.

g

In den beiden nachfolgenden Abschnitten werden wir die lineare Abhangigkeit
bzw. Unabhangigkeit von Vektoren im ]RZ und im ]R?’ betrachten.

1.21 Lineare Abhangigkeit im R?

Zwei Vektoren im R?

Zwei Vektoren a‘i und a‘é sind genau dann linear abhangig, wenn sich der Nullvektor durch eine

Linearkombination der Vektoren erzeugen lasst:

q
M, + dods =0
mit
A, A2 €R

Nehmen beide )\i den Wert null an, so sind die Vektoren voneinander

unabhangig.
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Daraus folgt fiir die lineare Abh&ngigkeit, dass nicht beide ); den Wert Null annehmen diirfen.

Alternativ kann bei zwei Vektoren die folgende Definition verwendet werden:

Zwei Vektoren a‘i und a‘é sind genau dann linear abhangig, wenn einer der Vektoren sich als

Linearkombination des anderen Vektors darstellen lasst:

g

ay = \as

Ergibt sich fur ) ein Wert ungleich null, so sind die beiden Vektoren voneinander
abhangig

Bei der Prifung der linearen Unabhangigkeit bzw. Abhangigkeit sollte bei zwei
Vektoren (im R27]R37 W’R”) grundsatzlich diese Definition herangezogen

werden (einfache Berechnung, da nur ein ) ). Ergeben die Vektoren eine

n X n -Matrix (also eine quadratische Matrix), so kann auch die Determinante
bestimmt werden, indem beide Vektoren in eine Matrix eingetragen werden.

Es qgilt also:

+ Zwei Vektoren im R2 sind genau dann linear abhangig, wenn sie ein Vielfaches voneinander
darstellen.

* In der graphischen Darstellung gilt, dass zwei Vektoren im R2 genau dann linear abhangig

sind, wenn diese parallel zueinander sind.

Anwendungsbeispiel

Dazu betrachten wir zunachst als einfaches Beispiel die Einheitsvektoren im ]R2 .
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€, = (1,0) und ¢, = (0,1)

Da die beiden Einheitsvektoren nicht parallel zueinander sind und im R2 liegen, sind diese

unabhangig voneinander.

Berechnung:

Zwei Vektoren a‘i und a‘é sind genau dann linear abhangig, wenn sich der Nullvektor durch eine

Linearkombination der Vektoren erzeugen Iasst:

)\16_3; -+ )\26_7; = 6

Wir kénnen nun beide Vektoren zusammenfassen und die Determinante bestimmen. Ist die
Determinante gleich null, so sind beide Vektoren linear abhangig voneinander.

Die Determinante einer 2 % 9 -Matrix berechnet sich wie folgt:

11 Aaip2
A= < > det(A) = a1,1022 — A12091

Q21 Qa22

Da die Determinante ungleich null ist, sind beide Vektoren voneinander unabhangig.

Die Berechnung von Determinanten haben wir bereits im Kapitel Matrizen gezeigt.

Alternative Berechnung:

Die beiden Vektoren 6_3;, e_{/ sind genau dann linear abhangig, wenn sich einer der Vektoren als

Linearkombination des anderen Vektors darstellen lasst:

€r = A€y
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(1,0) = A0, 1)

Lineares Gleichungsystem:

1M 1=)\-0 = [ = LeereMenge

200=XA-1 =X=0

In der ersten Gleichung (1) existiert keine Losung, da linke und rechte Seite nicht gleich sind. Es gibt
also keinen Wert fir die Variable ) , welche die linke Seite (=1) ergeben wirde. Die Lésungsmenge

ist daher leer. Aus der zweiten Gleichung (2) erhalten wir ) — () . Da ), nicht iberall den selben
Wert annimmt, sind die beiden Vektoren voneinander unabhangig, ebenso wenn ), Uberall den Wert
null annimmt. (D. h. die beiden Vektoren sind also nur dann linear abhangig voneinander, wenn )
denselben Wert annimmt und dieser ungleich Null ist.)

Del Lineare Abhangigkeit - Vektoren im R?2 Zum Download: 2 Vektoren im R?

Drei und mehr Vektoren im R2

Sind im R2 zwei unabhangige Vektoren gegeben, so ist jeder weitere Vektor im [R2 linear

abhangig von diesen beiden Vektoren.

In einem spateren Abschnitt wird die Basis von Vektoren behandelt. Im R2 bilden

zwei linear unabhangige Vektoren eine Basis.

Anwendungsbeispiel

Wir zeigen dies anhand eines Beispiels.

Gegeben seien die beiden Vektoren @ = (1,2) und b= (2,1)-

—

Beide Vektoren sind voneinander unabhangig, weil der Vektor g sich nicht als Linearkombination
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des Vektors g darstellen lasst:

a=M\b

(1,2) =X-(2,1)
Wir stellen das Gleichungssystem auf und I6sen auf nach ) :

|
1 —92) A= -
= 9

2=1\ = A=2

Es resultieren zwei unterschiedliche Werte fur ) . Demnach sind die beiden Vektoren linear
unabhangig. Es gibt also kein ), welches mit dem Vektor a‘é multipliziert den Vektor Cl—i als

Ergebnis hat (und anders herum).

Betrachten wir nun einen dritten Vektor ¢ = (3, 5) , S0 ist dieser linear abhangig von den Vektoren

a und g , da er sich als Linearkombination der Vektoren 5 und g darstellen I&sst.

—

C=Ma+ A\b

(3,5) = Ai(1,2) + Ao - (2,1)

Lineares Gleichungssystem:
M 3=X+2X)

(2) 5 == 2)\1 + /\2

Gleichung (1) nach )\ auflésen:

A =3—-2)\

Einsetzen in Gleichung (2) liefert:

5=2(3—2X\) + Ay

Nach ), auflésen:
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Der Vektor (3,5) kann mithin als Linearkombination der beiden Vektoren 7 und } dargestellt

werden und ist damit linear abhangig.

¥  MERKE

FAZIT: Im R2 kénnen immer nur zwei Vektoren linear unabhéngig voneinander

sein. Jeder weitere Vektor lasst sich als Linearkombination dieser Vektoren
darstellen und ist damit abhangig von diesen Vektoren.

Zusammenfassung:

+ Sind zwei Vektoren im R? gegeben, so bestimmt sich die lineare Abhangigkeit indem der eine
Vektor als Linearkombination des anderen Vektors dargestellt wird. Die Aufldésung nach )

zeigt dann an, ob die Vektoren linear abhangig oder unabhangig voneinander sind:

)\ nimmt unterschiedliche Werte an. =- linear unabhangig
)\ nimmt den Wert Null an. => linear unabhangig
)\ nimmt einen Wert ungleich Null an. => linear abhangig

+ Sind drei Vektoren im R? gegeben, so bestimmt sich die lineare Abhangigkeit, indem einer der
drei Vektoren als Linearkombination der anderen beiden Vektoren dargestellt wird.

Alle )\; nehmen den Wert Nullan. = linear unabhangig

Mindestens ein ) nimmt nicht den Wert Null an. =- linear abhangig
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1.2.2 Lineare Abhangigkeit im R®

Zwei Vektoren im R3

Zwei Vektoren g und @, sind genau dann linear abhangig, wenn sich der Nullvektor durch eine

Linearkombination der Vektoren erzeugen lasst:

g
)\16L_i + /\2&3 = 6
mit

)\1,)\2 eR

Nehmen beide )\; den Wert null an, so sind die Vektoren voneinander unabhéngig. Demnach gilt fiir

die lineare Abhangigkeit, dass nicht beide )\i den Wert null annehmen diirfen.

Sinnvoll ist es, bei zwei Vektoren die folgende Defintion zu wahlen (die Berechnung fallt weniger
umfangreich aus):

Zwei Vektoren a‘i und a‘é sind genau dann linear abhangig, wenn einer der Vektoren sich

als Linearkombination des anderen Vektors darstellen lasst:

g

ay = \as

Ergibt sich fir )\ ein Wert ungleich null, so sind die beiden Vektoren voneinander abhangig.

Es qilt also:

+ Zwei Vektorenim [R3 sind genau dann linear abhangig, wenn sie ein Vielfaches voneinander

darstellen.
* In der grafischen Darstellung gilt, dass zwei Vektoren im R3 genau dann linear abhangig

sind, wenn diese parallel zueinander sind.
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1. Anwendungsbeispiel

Dazu betrachten wir zwei Vektoren im R3 .

Gegeben seien die Vektoren @ = (2,1,0) und h— (3,2,4)-

Sind die beiden Vektoren abhangig oder unabhangig voneinander?

Man kann hier auch ohne Berechnung erkennen, dass die beiden Vektoren linear unabhangig

—

voneinander sind, da der Vektor ; an der dritten Stelle eine Null enthdlt und der Vektor g an

dieser Stelle keine Null aufweist. Wir wollen aber die Berechnung durchfiihren, um aufzuzeigen, wie
die lineare Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit rechnerisch bestimmt wird.

Berechnung:

— —

Die beiden Vektoren [ und g sind voneinander unabhéngig, wenn sich der Vektor 4 als

Linearkombination des Vektors g darstellen lasst:

=\

Gleichungssystem aufstellen:

2

2 =3\ = \= -
3

1 =2\ :>)\—1
- 2

0=4\ = X=0
Da ) nicht Uberall denselben Wert annimmt (wobei dieser ungleich null sein muss) sind die beiden

Vektoren voneinander unabhéangig.

2. Anwendungsbeispiel

Gegeben seien die Vektoren @ = (4,2, 1) und b= (8,4,2)-
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Sind die beiden Vektoren abhangig oder unabhangig voneinander?

Hier kdnnen wir bereits erkennen, dass beide Vektoren linear abhangig voneinander sind, weil der g

ein Vielfaches des Vektors g entspricht. Wir fiihren die Berechnung durch:

Berechnung:

—

Die beiden Vektoren 4 und g sind voneinander unabhéngig, wenn sich der Vektor [ als

Linearkombination des Vektors g darstellen lasst:

a=\b

Gleichungssystem aufstellen:

1

4 — —
S\ =\ 5

2 =4\ :A—l
N 92

Da ) Uuberall den selben Wert ergibt und dieser ungleich null ist, sind die Vektoren voneinander

—

R 1
abhangig. Wird der Vektor b mit )\ — — multipliziert, so ist das Ergebnis der Vektor 7 .
2

Drei Vektoren im R?

Sind im [R3 drei unabhingige Vektoren gegeben, so ist jeder weitere Vektor im [R3 linear

abhangig von diesen Vektoren.

In einem spateren Abschnitt wird die Basis von Vektoren behandelt. Im R?’

bilden drei linear unabhangige Vektoren eine Basis.
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Zunachst prifen wir, ob drei Vektoren linear abhangig voneinander sind:

Drei Vektoren ¢, a5 und a‘é sind genau dann linear abhangig, wenn sich der Nullvektor durch

eine Linearkombination der Vektoren erzeugen lasst:

Mdi 4 Aody + A3a; =0
mit

AL Ao ds € R

Nehmen alle )\; den Wert null an, so sind die Vektoren voneinander unabhéngig. Demnach gilt fiir die

lineare Abhangigkeit, dass nicht alle )\, den Wert null annehmen diirfen.

Anwendungsbeispiel

Wir zeigen die lineare Unabhangigkeit bzw. Abhangigkeit dreier Vektoren an einem Beispiel.

Gegeben seien die drei Vektoren im R3 zu: @ = (1,2, 3), b — (1,5,1)
und ¢=(3,1,3).

Sind diese drei Vektoren linear abhangig oder unabhangig voneinander?

L&sst sich der Nullvektor als Linearkombination der drei Vektoren darstellen bzw. nehmen nicht alle )
den Wert null an, so sind die drei Vektoren linear abhéngig voneinander.

Wir werden bei der Berechnung der Unabhangigkeit der drei Vektoren im R3

sowohl den GauR-Algorithmus anwenden als auch die Determinante der
resultierenden 3 x 3 -Matrix bestimmen.
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M@+ Aob+ As@=0

GauB-Algorithmus

Wir tragen alle drei Vektoren im ]RS in eine Matrix ein. Die rechte Seite (Nullvektor) kann hierbei

unberlcksichtig bleiben, da es sich um einen Nullvektor handelt:

Danach wenden wir den GauR-Algorithmus an. Da keine Nullen in den Spalten gegeben sind, beginnen

wir mit der 1. Spalte und versuchen maglichst viele Nullen in der Spalte zu erzeugen.

Berechnung der Null in der 2. Zeile (1. Spalte):

2. Zeile — 2 x 1. Zeile:

Berechnung der Null in der 3. Zeile (1. Spalte):

3. Zeile — 3 x 1. Zeile:

Berechnung der Null in der 3. Zeile (2. Spalte):

3 X 3. Zeile+ 2 x 2. Zeile:

Aus der 3. Zeile ergibt sich:

—28)\320 = )\320

Aus der 2. Zeile ergibt sich:

3Xs + (=5)A3 =0 |A3 =0 einsetzen
/\2 — 0

Aus der 1. Zeile ergibt sich:

M+ A+3X3=0 |A3 =0 einsetzen

A =0
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Alle drei )\; nehmen den Wert null an. Damit sind die Vektoren voneinander unabhangig.

Determinante

Bei drei Vektoren im R3 kann auch die Determinante berechnet werden, da es sich um eine

quadratische 3 x 3 -Matrix handelt:

Repetition der Regel von Sarrus: Es werden die ersten beiden Zeilen unter die
Matrix geschrieben, dann addiert man das Produkt aus den Elementen auf der
griinen Diagonalen und subtrahiert davon das Produkt aus den Elementen auf der
blauen Diagonalen.

Regel von Sarrus

<br>11 3

<br>25 1
<br><br>3 1 3 < br >

<br>11 3

<br>2 5 1<br>

Da sich ein Wert ungleich null ergibt, sind die Vektoren voneinander unabhangig.
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Vier und mehr Vektoren im R3

Haben wir im ]R3 drei unabhéngige Vektoren gegeben, so ist jeder weitere Vektor R?’ linear

abhéngig von diesen drei Vektoren.

Anwendungsbeispiel

Gegeben seien die drei Vektoren des vorangegangenen Beispiels und zusatzlich
ein beliebiger Vektor ¢/ = (4,0, 6) . Bitte zeige, dass dieser Vektor von den

obigen drei Vektoren linear abhangig ist!

Der Vektor ¢; ist von den obigen drei Vektoren linear abhangig, wenn er sich als Linearkombination
dieser Vektoren darstellen Iasst:

0l

M@+ b + \s@

Eintragen in eine erweiterte Matrix, wobei die rechte Seite hier berticksichtigt werden muss, da es sich
hierbei nicht um den Nullvektor handelt:

<br>11 3 <br>4
<br><br>2 5 1 <br>|<br> 0 < br >
<br>31 3<br> 6 <br>

Zur Berechnung der Unbekannten wenden wir den Gauf3-Algorithmus an:

Berechnung der Null in der 2. Zeile (1. Spalte):

2. Zeile — 2 x 1. Zeile:

Berechnung der Null in der 3. Zeile (1. Spalte):

3. Zeile — 3 x 1. Zeile:

Berechnung der Null in der 3. Zeile (2. Spalte):

3 x 3. Zeile + 2 x 2. Zeile:

Aus der 3. Zeile ergibt sich:
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17
—28)\3 = —34 Ao = —
3 = Ag 14
Aus der 2. Zeile ergibt sich:
, 17
3\ — 53 = —8 |[Einsetzenvon )\, = —
14
17
3X2 — 5 = —8
9
A2 11

Aus der 1. Zeile ergibt sich:

A+ Ay +3)\3 =4 |Einsetzenvon )\; und )\,

9 17
2 13.2Ly
A1 14+3 11
A =1

Mittels der resultierenden Skalare kann der Vektor ¢ als Linearkombination der drei Vektoren

—

, g und [~ dargestellt werden. Dieser ist demnach linear abhéngig von den drei Vektoren. Jeder

Vektor im [R3 ist von diesen drei voneinander linear unabhéngigen Vektoren abhéngig, kann also als
deren Linearkombination dargestellt werden.

1.2.3 Neuer Eintrag 1
1.3 Vektorraum, Erzeugendensystem, lineare Hiille, Basis

Definition: Vektorraum

Die Elemente eines Vektorraums 1)) heillen Vektoren. Sie kénnen addiert oder mit Skalaren

multipliziert werden. Das Ergebnis ist wieder ein Vektor desselben Vektorraums ) .

Addition von Vektoren

Eine Bedingung ist, dass die Vektoren miteinander addiert werden kénnen. Sind also a7, as, ..., d,,
Vektorenaus ) ,also aq, ds, ..., d, € V ,dann muss es moglich sein, ihre Summe zu bilden. Das

Ergebnis muss wieder ein Vektor aus )/ sein, also:

—

a+ay+..+a, €V
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Skalarmultiplikation mit Vektoren

Die Vektoren a7, das,...,d, € ) missen mit einer reellen Zahl (Skalar) )\ € R multpliziert

werden kénnen. Das Ergebnis ist wieder ein Vektor aus ) :

Aay €V

Lineare Hiulle/Spann

Unter der linearen Hiille [)/] von der Menge M = {aj, as, ..., d, } (engl: span) versteht man

die Menge von Vektoren (in )/ ), die sich als Linearkombination mit Vektoren aus }\/ darstellen
lassen:

g
[M] = {)\101_1 -+ )\2@3 + ...+ )\na_;lp\la )\27 ooog >\n S R}

Hierbeiist )/ eine Teilmenge von ) .

Die lineare Hulle besteht besteht aus allen Vielfachen der Vektoren (aus )/ ) und deren Summen, ist

also die Menge aller méglichen Linearkombinationen, die mit den gegebenen Vektoren gebildet werden
kénnen.

Wir betrachten zunéchst einen Vektor ¢ im ) — R3. M := {ay} . Dieser

Vektor sei gegeben mit den Eintragen aj = (1,4, 3).

Die lineare Hiille eines einzigen Vektors ¢ ist die Menge aller Vielfachen dieses Vektors:

[M] ={A-ai|]x e R}

Waéhlen wirz. B. ) = 2, so ergibt sich:
2-d=2-(1,4,3) = (2,8,6).

Dieser Vektor bildet also unter anderem die lineare Hiille von a‘i . Wird der Vektor a’i also mit )\
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multipliziert, wobei ) alle reellen Zahlen annehmen kann, so resultierenden die Vektoren, die alle

die lineare Hille von ¢ bilden.

Wir betrachten als ndchstes zwei Vektoren g] und g5 im ) — R3 mit

Diese Vektoren seien gegeben mit den Eintragen ¢; = (1,4, 3) und

(l_é = (27176)

[M] = {)\1 . CL_i + Ao - a‘é\)\l,)\g € R}

Ein Vektor ist genau dann in [M} , wenn es passende Skalare )\1 und )\2 gibt, sodass sich der

Vektor als Linearkombination von ¢; und ¢, darstellen I&sst.

Setzen wirz.B. \; = 2 und )\, = 3, so erhalten wir einen Vektor, der zur obigen linearen Hiille

gehort:
2-(1,4,3) +3-(2,1,6) = (2,8,6) + (6,3,18) = (8,11, 24)

Auch hier kénnen fir )\1 und )\2 wieder alle reellen Zahlen eingesetzt werden. Man kann sich

vorstellen, wie grof} die lineare Hiille dieser Menge wird.

Betrachten wir nun unendlich viele Vektoren a7, as,...,d,; im ) — R3.

M :={ai,as,...,a,} -

Dann ist die lineare Huille definiert zu:

Ein Vektor ist genau dann in [M] , wenn es passende Skalare \{, Ao, ..., \,, gibt, sodass sich der

Vektor als Linearkombination der Vektoren darstellen |asst.
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¢ MERKE

Je mehr Vektoren innerhalb einer Menge gegeben sind, desto gréRer wird die
lineare Hiulle dieser Menge.

Erzeugendensystem, Basis

) seiein Vektorraumund )|/ Elemente dieses Vektorraums. Dann heil3t )/ Erzeugendensystem

von )/, falls die lineare Hille von }\/ den gesamten Vektorraum )) ergibt:

‘
[M] =V

Wir betrachten also einen Vektorraum 1)) . Das Erzeugendensystem fir diesen Vektorraum ist die
Menge von Vektoren, deren lineare Hille den gesamten Vektorraum abbildet.

¥  MERKE

Einfach ausgedriickt: Die Menge J/ enthalt Vektoren, mit denen wir den
gesamten Vektorraum konstruieren konnen. Diese Menge J/ ist dann ein

Erzeugendensystem. Das Erzeugendensystem kann linear abhangige und
unabhangige Vektoren enthalten.

Wenn wir also eine Menge von Vektoren )|/ gegeben haben, dann ist diese Menge ein
Erzeugendensystem, wenn jeder Vektor im Vektorraum )/ als Linearkombinantion dieser Vektoren
dargestellt werden kann.

Wir kdnnen prifen, ob eine Menge |/ ein Erzeugendensystem darstellt, indem wir die Dimension der

lineare Hulle mit der Dimension des Vektorraums vergleichen. Resultieren die gleichen Dimensionen,
so ist die Menge )|/ ein Erzeugendensystem.

Basis

¢ MERKE

Eine Basis ist ein Erzeugendensystem, bei dem alle Vektoren linear unabhangig
sind.

Im [R?2 besteht die Basis aus zwei linear unabhéngigen Vektoren, im |R3 aus drei unabhangigen
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Vektoren und im [R™ aus 1 unabhangigen Vektoren.

Wir kdnnen priufen, ob eine Menge J\/ ein Erzeugendensystem darstellt, indem wir die Dimension der

linearen Hille mit der Dimension des Vektorraums vergleichen. Stimmt die Anzahl der Dimensionen
Uberein, so ist die Menge })/ ein Erzeugendensystem. Handelt es sich bei der Menge J\/ um eine

Basis, dann muss zusatzlich die Anzahl der Vektoren der Dimension entsprechen.

Beispiel: Eine Menge von Vektoren sei im R3 gegeben. Diese Menge ist

dann ein Erzeugendensystem, wenn genau 3 (wegen )) — R3 ) unabhédngige

Vektoren gegeben sind. Es kdnnen dazu aber noch weitere Vektoren in der Menge
M gegeben sein, die alle eine Linearkombination von den drei unabhangigen

Vektoren sind.

Eine Basis liegt dann vor, wenn nur die 3 linear unabhangige Vektoren gegeben
sind. Es durfen also keine weiteren Vektoren gegeben sein.

Zum besseren Verstandnis der oben aufgefihrten Themen, ziehen wir ein Beispiel heran.

Anwendungsbeispiel: lineare Hiille, Erzeugendensystem, Basis

Im Vektorraum 7)) — R? sei die folgende Menge von Vektoren gegeben:
M = {@, &, @, d;} mi

a = (1,2), a3 = (2,1), a3 = (2,0), a; = (0,3)

Ist die Teilmenge }\/ ein Erzeugendensystem des R2 ?

Ist )/ eine Basis?

Zeige alle moglichen Basen auf!

Erzeugendensystem

Zur Uberpriifung kénnen nun verschiedene Rechenwege herangezogen werden. Der einfachste Weg
folgt Uber den Rang einer Matrix.

1.Ist )|/ eine Teilmenge des Vektorraums?

Wir prufen zunachst, ob die Menge })/ eine Teilmenge des Vektorraums darstellt. Da alle Vektoren
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dem [R2 angehdren und demnach miteinander addiert sowie mit einem Skalar multipliziert werden

kénnen und daraus wieder ein Vektor des 2 resultiert, ist )/ eine Teilmenge von ).

2. Vergleichen der Dimension der linearen Hiille mit der Dimension des Vektorraums

Wir bilden die lineare Hulle der Menge )\/[ :

[M] = {/\1 . a_i + )\2 -9 + )\3&3 + /\4@2}

Wir schreiben zunachst das Gleichungssystem auf:

A+ 2X + 203 + 0y

201 + Ao+ 0A3 + 3\

Eine Mdglichkeit ist es nun, die Dimension der linearen Hille zu bestimmen, indem wir die Vektoren in
eine Matrix eintragen und den Rang dieser Matrix bestimmen. Entspricht der Rang der Dimension von
) , soist die Menge J/J ein Erzeugendensystem des Vektorraums 1)) .

Wir tragen nun die Vektoren in eine Matrix ein:

Hier missen keine elementaren Umformungen mehr vorgenommen werden, da keine weiteren Nullen
in den Zeilen erzeugt werden kdnnen, ohne dass eine andere Null verschwindet. Es ist aber deutlich
zu erkennen, dass aufgrund der Nullen an unterschiedlichen Stellen, die 1. Zeile von der 2. Zeile
unabhangig ist. Der 1. Zeilenvektor kann also nicht als Linearkombination des 2. Zeilenvektors
dargestellt werden. Oder: Es gibt keine Zahl mit welcher der 1. Zeilenvektor multipliziert werden kann,
damit der 2. Zeilenvektor resultiert.

Demnach sind hier 2 unabhéangige Zeilenvektoren gegeben. Damit ist der Rang der Matrix rg2

. Zwei Vektoren sind also voneinander unabhéngig. Um den Vektorraum [R2 zu erzeugen, bendtigt

man zwei linear unabhangige Vektoren.

Die Dimension des Vektorraums und die Dimension der linearen Hulle sind demnach gleich. Damit ist
die Menge )/ ein Erzeugendensystem des Vektorraums ) — R2 , weil gilt:

(M] =V
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¢ MERKE

Die Vektoren in |/ konnen also alle Vektoren des Vektorraums ) — [R2
abbilden.

Wahlen wir einen beliebigen Vektor des R2:
v =(8,1)

Dann kann dieser Vektor als Linearkombination der Vektoren in }\/ abgebildet werden. Jeder andere

Vektorim ) — R? kann ebenfalls als Linearkombination der Vektorenin )/ abgebildet werden:

(frei gewahlte Koeffizienten)

Wichtig: Die obigen Koeffizienten sind frei gewahlt, so dass der Vektor (8,1) resultiert. Dabei muss
mindestens ein Koeffizient )\i ungleich null sein. Dies ist im obigen Beispiel der Fall. Zwei

1
Koffizienten sind ungleich null, zwei gleich null. Mit )\1’2 =0, \3 =4 und Ay = 3 kann der

Vektor ¢ = (8, 1) abgebildet werden.

Basis

Eine Basis ist ein Erzeugendensystem mit linear unabhangigen Vektoren. Wir betrachten den
Y = R?2 . Mithilfe von zwei unabhéngigen Vektoren lasst sich der gesamte Vektorraum Y = R2
darstellen. Die anderen Vektoren in der Menge }\/ sind nicht notwendig, um den Vektorraum
abzubilden. Die Basis ist also ein minimales Erzeugendensystem.

Wir missen also als nachstes priifen, ob die obige Menge }\/ , die ja ein Erzeugendensystem
darstellt, auch gleichzeitig eine Basis darstellt. Dieser Schritt ist nun einfach. Wir haben den Rang 2
rgQ ermittelt. Da aber 4 Vektoren gegeben sind, ist die Menge )|/ zwar ein Erzeugendensystem,

jedoch keine Basis. Wir haben namlich nur zwei unabhangige Vektoren, die anderen beiden sind linear
abhangig. Demnach ist die Menge )|/ keine Basis.

Fir den R2 gilt, dass die Basis stets aus zwei unabhangigen Vektoren besteht. Jeder weitere Vektor

ist nicht linear unabhangig und gehért demnach nicht zur Basis.

¥  MERKE

Eine Basis im [R™ bestehtaus 72 unabhangigen Vektoren.

Wir wollen nun die Basen der obigen Vektoren aus }\/ bilden. Wir betrachten dazu zwei unabhangige
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Vektoren, weil wir uns im R2 befinden. Wir beginnen mit dem Vektor a‘i und a_é . Lasst sich einer

der Vektoren als Linearkombination des anderen Vektors darstellen, so sind beide linear abhangig und
bilden keine Basis:

a; = \as

(1,2) =A-(2,1)
Nach ), auflésen:

1
1 =2\ A= —
= 2
2=1\ = A=2

Es resultieren zwei unterschiedliche Werte fir ), demnach sind die beiden Vektoren linear

unabhangig. Es gibt also kein ) , welches mit dem Vektor ¢; multipliziert den Vektor ¢ als
Ergebnis hat (und anders herum).

Die Vektoren ¢;; und @, bilden eine Basis.

Betrachten wir die Vektoren a‘i und CL_;'), . Fihren wir nun die obige Berechnung durch, so erhalten wir
zwei linear unabhangige Vektoren.

Die Vektoren ¢; und 3 bilden eine Basis.

Fur die weiteren Vektoren gilt:

Document doesn't look right? We'll help you out!

oelIle £7 vOn o4


https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

Die Vektoren ¢; und ¢ bilden eine Basis.
Die Vektoren g5 und a_é bilden eine Basis.
Die Vektoren 5 und ¢ bilden eine Basis.

Die Vektoren g und a_jl bilden eine Basis.

Wir haben hier also 6 Basen gegeben, die jeweils zwei unabhangige Vektoren enthalten. Jeder weitere
Vektor stellt eine Linearkombination der Vektoren innerhalb der Basis dar.

Wahlen wir die erste Basis mit den Vektoren Cl_i und a‘é . So ist z. B. der Vektor a‘é = (0, 3) eine

Linearkombination aus diesen Vektoren:
(0,3) = A1(1,2) + Aa(2,1)

Wir tragen das Ganze in eine Matrix ein:

<<br>;

Nun wenden wir den Gaul3-Algorithmus an. Hierbei versuchen wir, so viele Nullen wie mdglich zu
erzeugen, um das Gleichungssystem zu Idsen. Die 2. Zeile wird mit 2 multipliziert und danach die 1.
Zeile abgezogen:

< br >

N

3

<br>0<b7“>>

1 2
(<br>3 O<br>

<br>g<br>>

Aus der 2. Zeile ergibt sich dann:

INM=6 =)\ =2

Einsetzen in die 1.Zeile:

A +2X =0 |\ =2 einsetzen

2+2)\2:0 :>>\2:—1

Der Vektor (O, 3) kann somit als Linearkombination der beiden Vektoren Cl—i und a’é dargestellt

werden. Jeder andere Vektor im Rp2 kann als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden.

Diese Aussage gilt ebenfalls fiir die anderen 5 Basen.

Document doesn't look right? We'll help you out!

OEIle L0 VoIl 8L


https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301891?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ -« ingenieur
Document doesn't look right? We'll help you out!

1.4  Vektorraume: Aufgaben und Lésungen

Aufgabe 1: Untervektorraum

sei eine Teilmenge von R2 .

Uberpriife, ob |/ einen Untervektorraum darstellt!

Loésung:
Es missen 3 Bedingungen gepriift werden:
1. Der Nullvektor muf’ im Unterraum enthalten sein
2. Der Unterraum muss abgeschlossen bezlglich der Addition sein, d. h. wenn zwei Vektoren
aus dem Unterraum addiert werden, dann ist die Summe auch wieder in dem Unterraum
enthalten.
3. Der Unterraum muss abgeschlossen bezliglich der skalaren Multiplikation sein, d. h. fir
Skalar mal Vektor aus dem Unterraum liegt wieder ein Vektor im Unterraum vor.

Wir wollen nun also priifen, ob |/ einen Vektorraum darstellt.

Ist der Nullvektor im Untervektorraum enthalten?

Fir g = () ergibt sich kein Nullvektor:

(o)

Demnach ist (_j *V. Der Nullvektor ist also nicht enthalten. 1/ ist kein Untervektorraum.

Aufgabe 2: Untervektorraum

sei eine Teilmenge von R2 .

Uberpriife, ob |/ einen Untervektorraum darstellt!
Losung:
1. Ist der Nullvektor im Untervektorraum enthalten?
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Wir setzen fir g = () ein und erhalten:

)

Der Nullvektor ist 1/ enthalten, also (j < 1/ .

2. Vektoraddition

Wir fuhren die Vektoraddition aus zwei Vektoren der obigen Menge 11/ durch, wobei wir fir a
beliebige Werte einsetzen. Es muss wieder ein Vektor aus |/ resultieren:

1 2 3
Ol+10|=120
0 0 0

Der resultierende Vektor ist ein Element von |/ . g = 3 ist Element der reellen Zahlen. An der 2.
und 3. Stelle resultiert eine Null.

3. Skalarmultiplikation

Wir betrachten als nachstes die Skalarmultiplikation und setzen fir ) — 9 (beliebige Zahl Element
der reellen Zahlen) ein:

a 2a
2 0 = 0
0 0

Auch hier ist das Ergebnis Element von |/ . Setzen wir nun ndmlich fir q eine reelle Zahl ein, so
resultiert wieder eine reelle Zahl. An den Stellen 2 und 3 stehen Nullen.

Demnachist 1/ ein Vektorraum.

Aufgabe 3: Vektorraum

sei eine Teilmenge von R2 .

Uberpriife, ob |/ einen Untervektorraum darstellt!

Losung:

1. Ist der Nullvektor im Untervektorraum enthalten?
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Wir setzen fir g = () ein und erhalten:

)

Der Nullvektor ist 1/ enthalten, also (j < 1/ .

2. Vektoraddition

Wir gehen wie oben vor und fiihren die Vektoraddition aus zwei Vektoren der obigen Menge durch,
wobei wir fiir @ beliebige, reelle Werte einsetzen (q = 3 und ¢ = § ):

3 5 8
6 |+ 10 | = 16
9 15 24

Der resultierende Vektor ist ein Element von 1/ . Denn wenn g — 8, dann ist 16 = 2¢g und

24 = 3a -

allgemein formuliert:

Seien die Vektoren 57 5 c |/ ,d.h. und gegeben.

Der Vektor g liegt ebenfallsin 1/ ,da p & R . Wir kébnnen nun die Vektoraddition durchfiihren:

Setzen wirnun ¢ := g + b, so erhalten wir:

Dieser Vektor liegtin 1/ ,da a,b € R unddamitauch ¢ ¢ R .

3. Skalarmultiplikation

Wir betrachten als nachstes die Skalarmultiplikation und setzen fur ) — 2 (beliebige Zahl Element
der reellen Zahlen) ein:

a 2a
2 2a = 4a
3a 6a

Auch hier ist das Ergebnis Element von |/ . Setzen wir fir a eine reelle Zahl ein, so resultiert wieder
eine reelle Zahl.
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allgemein formuliert:

Demnachist 1/ ein Vektorraum.

1.5 Vektorraum, Untervektorraum

1.6  Lineare Hille, Erzeugendensystem, Basis
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INHALTSVERZEICHNIS

1 Komplexe Zahlen
1.1 Definition von komplexen Zahlen
Komplexe Zahlen
Grafische Darstellung der komplexen Zahlen
1.2 Grundrechenarten der komplexen Zahlen
Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen
Multiplikation komplexer Zahlen
Division zweier komplexer Zahlen
Der Betrag
Anwendungsbeispiele
1.3 Komplexe Zahlen und Polarkoordinaten
Umformung von kartesischen in polare Koordinaten
Berechnung des Winkels
l. Quadrant
Il. Quadrant
lll. Quadrant
IV. Quadrant
Anwendung der Polarkoordinaten
Eulersche Darstellung
1.4 Nullstellen von Polynomen
1.4.1 Fundamentalsatz der Algebra
14.2 abc- Formel (Mitternachtsformel) und pg-Formel
Die abc-Formel
Beispiel: abc-Formel / Mitternachtsformel
Die pg-Formel
Beispiel: pg-Formel
Diskriminante und komplexe Zahlen

Beispiel: Diskriminante
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1 Komplexe Zahlen

1.1 Definition von komplexen Zahlen

Wie wir bereits im Kapitel "Reelle Zahlen" beschrieben haben, existieren neben rationalen Zahlen auch
irrationale Zahlen, welche unendlich viele, nicht periodische Nachkommastellen besitzen. Die reellen

Zahlen berticksichtigen allerdings noch nicht alle méglichen Zahlen. So ist zum Beispiel die /_1

keine rationale oder irrationale Zahl. Es existiert keine reelle Zahl, deren Quadrat —1 ergibt. Dies liegt

daran, dass das Quadrieren jeder reellen (positiven oder negativen) Zahl immer ein positives Ergebnis
zur Folge hat.

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen hingegen erfassen die Wurzel aus negativen Zahlen. Dies ist nur durch Einfiihrung
einer widerspruchsfreien Definition mdglich, damit die bisher glltigen Rechenregeln nicht verletzt
werden. Wir definieren hierfur:

¢ MERKE

komplexe Zahl: z = 1 1+ 1 - Y

Menge der komplexen Zahlen: C := {z + iy |z,y € R}

Die komplexen Zahlen bestehen aus dem Realteil 7 und dem Imaginarteil Y , den wir mit 4
(bedeutet imaginar) multiplizieren. Das 4 ist selbst keine reelle Zahl. Wir bezeichnen es als imaginére
Einheit der komplexen Zahl.

¥  MERKE

i=+/—1

g

In der Elektrotechnik wird als Symbol anstatt einem ; ein 5 benutzt, um

eine Verwechslung mit dem Momentanwert @(t) der Stromstarke zu vermeiden.

Eine komplexe Zahl, die keinen Imaginarteil besitzt, kann man als reelle Zahl betrachten. Daraus folgt,
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dass alle reellen Zahlen in der Menge der komplexen Zahlen enthalten ist.

Eine komplexe Zahl z = () 4 ¢ - 1 hingegen, die also keinen Realteil besitzt, bezeichnet man als

rein-imaginar.

1 1
Die komplexe Zahl » — g —+ () - ¢ entspricht der reellen Zahl g .

1
Die komplexe Zahl > — () + § . ¢ ist rein-imaginar.

Anwendungsbeispiel

Es sei die komplexe Zahl 7 = 3 4+ 7 - 2 gegeben. Was ist der Real- und was

der Imaginarteil?

Die komplexe Zahl z = 3 + ¢ - 2 hatden Realteil ;; — 3 und den Imaginarteil y — 2.

Grafische Darstellung der komplexen Zahlen

Die Menge der rellen Zahlen lassen sich durch Punkte auf einer Zahlengeraden darstellen.

Die Menge der komplexen Zahlen lassen sich als Punkte in einer Ebene, der gauBschen
Zahlenebene (oder komplexe Ebene), veranschaulichen.

Wie du in der folgenden Grafik erkennst, heif3t

« die x -Achse, die die Teilmenge der reellen Zahlen enthalt, die reelle Achse und
» die Y -Achse, die die Teilmenge der rein imaginaren Zahlen enthalt, die imaginare Achse.

Document doesn't look right? We'll help you out!
OEIe O VOIl £O


https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true

=~ - iNngenieur

Imagindre Achse

i5 -

i 2 +id4)

Reelle Achse
—

3 2 1 : 1 2 3 X
‘.El -

3 1 } -
id |

komplexe Zahlen (Imaginarteil, Realteil)

1.2 Grundrechenarten der komplexen Zahlen

Addition bzw. Subtraktion komplexer Zahlen

Zur Ermittlung der Summe bzw. Differenz zweier komplexer Zahlen z =x +417-y und

w = ¢ 4+ 1 - v addiert bzw. subtrahiert man jeweils den Realteil und den Imaginarteil getrennt (wie
bei der Addition bzw. Subtraktion von Vektoren):

¥ MERKE

Addition: z +w = (x +¢) +i(y + v)

Subtraktion: z —w := (x —¢) +i(y — v)

Multiplikation komplexer Zahlen

Die Multiplikation komplexer Zahlen mit einer reellen Zahlen (hier: ) ) entspricht der
Skalarmultiplikation von Vektoren:
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¢ MERKE

Multiplikation mit einer rellen Zahl: \z := \x + 7 - \y

Unter Berticksichtigung von ;2 — __ 1 lasst sich hieraus die Multiplikation zweier komplexer Zahlen

2z und w ableiten:

|
z-w = (x+1iy)(c+ i)
= xc + ziv + iyc + i2yv
=zc+i(zv + yo) + (—1)yv = zc +i(xv + ye) — yv

¥  MERKE

Multiplikation zweier komplexer Zahlen: 2 - w := (z + iy)(c + iv)

= (zc — yv) + i(zv + yo)

Division zweier komplexer Zahlen

Die Division von komplexen Zahlen wird mit dem konjugiert komplexen Teil des Nenners erweitert. Bei
dem konjugierten Term andert sich nur das Vorzeichen des imaginaren Teils. Der konjugierte Teil wird
mit einem Querstrich dargestellt:

¥  MERKE

konjugiert komplexe Zahl: v = c+i1u — wW=c—1u

4

Die konjugiert komplexe Zahlvon m =1+ 25 ist m =1 — 27 .
Die konjugiert komplexe Zahlvon n = —2 — 3j ist n = —2 + 37 .
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h

Fir 2 =x 414y und w = ¢+ qv mit w # 0 gilt:

(e +yv) +i(—2v 4 yo)
- c? 4 v?
_zct+yv | (yc— zv)
A2 +0? c? 4 v?

¢ MERKE

. : Z 98 - 61
Division zweier komplexer Zahlen: — :—= :
w c+w

(yc — av)
2 + v?

e+ yv
G

Rechenregeln fiir 2, w € C mit w £ ()

(1

)
N Z
3) (Z)=Z=
© (w) w
Der Betrag

Der Betrag |z von 2z = x + 1y ist definiert als:

12| := 2?2 + 32

Es gelten folgende Rechenregeln:
M |z| =V=2z

@ |zw| = |2[|w|
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2 _ I
@ 12| =
w

 Jw]

@) |z] = |z]

¢ MERKE

Der Betrag einer komplexen Zahl ist ihr Abstand vom Nullpunkt.

Anwendungsbeispiele

Gegeben seien die komplexen Zahlen =2 +¢3 und =4+ 12.

VA
Berechne z +w, 2z —w, Z+-w und —.
w

M z4+w=64+ 5
2) z—w=-2+1

@) z-w=8+4i+ 12+ 6i* =2+ 16i
)

g

Beweise:

Mit und w = c 4+ v Jgilt

Vorzeichen des Imaginérteils gedndert

Umgekehrt gilt:
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zw = (xr — iy)(c — iv)

1.3 Komplexe Zahlen und Polarkoordinaten

Durch den Abstand 7 (Radius) vom Koordinatenursprung lasst sich die Lage eines Punktes ermitteln.

Dabei ist ¢~ der Vektor, der auf den Punkt zeigt und r = m ist die Lange des Vektors. Dieser

Zusammhang wurde bereits im Kapitel Vektorrechnung behandelt. Ist der Vektor 7~ 7é (()7 O) (also

vom Nullvektor verschieden), dann ist die Lange des Vektor gréRer null: ¢ > () . Wie du in der
folgenden Grafik siehst, existiert dann ein Winkel @, welcher sich mit der positiven x-Achse
(Polarwinkel) bilden Iasst.

Imaginére Achse

gL e

|
|
1" 1
|
|
|

P> Reelle Achse
X

Polarkoordinaten

Umformung von kartesischen in polare Koordinaten

Wir wollen nun einen Punkt im obigen Koordinatensystem beschreiben. Wenn wir diesen Punkt in
kartesischen Koordinaten angeben, so verwenden wir die x - und ¥ -Koordinaten.

Wir kénnen jedoch auch Polarkoordinaten verwenden, um einen Punkt im obigen Koordinatensystem
anzugeben. Hier bendtigen wir die Lange des Vektors 1 = m und den Winkel ¢ zwischen dem

Vektor 4~ und der x -Achse.

Wir kénnen hierzu die folgenden Umformungen von kartesischen in Polarkoordinaten verwenden:
(1) x =1r-cos(p)

(2) y =r-sin(p)

Document doesn't look right? We'll help you out!
OEIe O VOIl £O


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/polarkoordinaten-print.jpg
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301938?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ -« ingenieur
Document doesn't look right? We'll help you out!

@) z =z + iy = r[cos(p) + i - sin(p)]
@) r=|z| =22+ y?

(5) tanyp = Y
x

Berechnung des Winkels

Der Winkel ¢ kann aus der Formel (5) bestimmt werden, indem diese nach ¢ aufgeldst wird:
Y= arctan(y)
x

Die Ausgabe des Winkels kann dabei in Grad (°) oder in Radiant erfolgen. Der Radiant ist
ein Winkelmal3, bei dem der Winkel durch die Lange des
entsprechenden Kreisbogens im Einheitskreis angegeben wird. Ein Vollwinkel also 360° entsprechen
dabei 27rad - Uber den Taschenrechner kann die Aussgabe des Winkels in Grad oder Radiant

bestimmt werden.

Haufig wird die Ausgabe eines Winkels in Radiant oder Grad Uber die Taste DRG
geregelt. Dabei kann zwischen DEG, RAD oder GRD unterschieden werden. DEG
bedeutet die Ausgabe erfolgt in Grad (°) und RAD in Radiant (rad). WICHTIG:
Grundsatzlich erfolgt die Ausgabe in Grad. Sollte der Taschenrechner also auf
RAD gestellt werden um die Ausgabe in Radiant zu erhalten, dann darf nicht
vergessen werden den Taschenrechner danach wieder auf GRAD umzustellen.

Alternativ kann man die Ausgabe auf GRD (Grad) einstellen und dann manuell in Radiant umrechnen.
Die Umrechnung von Grad in Radiant wird wie folgt durchgeflhrt:
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¢ MERKE

Im Weiteren sprechen wir von gb , wenn der Winkel in Grad (°) angegeben wird

und von @ bei der Angabe des Winkels in Radiant (rad).

Der Winkel ¢ wird auch das Argument von 2z genannt. Seine Berechnung hangt vom Quadranten
ab, indem 2 liegt.

=y

H.Quadrant : & < 0, y =0 I.Quadrant : x>0, y =0

II. T

HI.Quadrant : & < 0, y <0 IV.Quadrant : x > 0, y <0

Quadranten im Einheitskreis

l. Quadrant

z liegtim . Quadranten 0 < (o < —,wenn g > () und y > 0:

o

Der Winkel in Grad (°) wird dann berechnet zu:

. Y
= arctan(=
¢ = arctan( . )

Die Angabe des Winkels in Radiant (rad) erfolgt dann mittels der folgenden Umrechnung:
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Y

|. Quadrant

Il. Quadrant

v
z liegtim Il. Quadranten § <p<m,wemn < (Qund y > 0:

Wir definieren zunachst den Winkel ¢ zwischen 7 und der negativen x -Achse:

Um nun den Winkel zur positiven x -Achse zu erhalten, missen wir diesen ermittelten Winkel von
180° abziehen:

Die Umrechnung in Radiant wird dann wie folgt vorgenommen:
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@ = 180° — [45°| = 135°

Il. Quadrant

Es wird als erstes der Winkel ¢ berechnet, welcher einen negativen Winkel ergibt, da 1 < () . Der

A

Betrag von «v muss von den gesamten 180° abgezogen werden, damit man den Winkel ¢ erhalt.

IIl. Quadrant

z liegtim lll. Quadranten 7 < o < 377 ,wenn o < () und y < 0.

Wir definieren zunachst den Winkel ¢ zwischen 7 und der negativen x -Achse:

Um nun den Winkel zur positiven x -Achse zu erhalten, mussen wir diesen ermittelten Winkel zu 180°
addieren:

Die Umrechnung in Radiant wird dann wie folgt vorgenommen:
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@ = 180° + 45° = 225°

I1l. Quadrant

Es wird als erstes der Winkel ¢ berechnet, welcher einen positiven Winkel ergibt, da 4 < () und
y < (O . Dieser muss zu den gesamten 180° hinzugerechnet werden, damit man den Winkel @

erhalt.

IV. Quadrant

2 liegtim IV. Quadranten 3; <p< 2m,wenn > () und y < 0.

Wir definieren zunachst den Winkel «¢ zwischen 7 und der positiven x -Achse (von unten):

Um nun den Winkel zur positiven x -Achse zu erhalten, missen wir den Betrag des ermittelten Winkel
von 360° abziehen:

Die Umrechnung in Radiant wird dann wie folgt vorgenommen:
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® = 360° — [45°| = 315°

IV. Quadrant

Es wird als erstes der Winkel ¢ berechnet, welcher einen negativen Winkel ergibt, da 3 < 0. Der

Betrag von ¢ muss von den gesamten 360° abgezogen werden, damit man den Winkel 95 erhalt.

Anwendung der Polarkoordinaten

Gegeben seien die kartesischen Koordinaten 5 — —4 und y = 3 der

komplexen Zahl » = —4 -+ ¢3 . Wie lauten die Polarkoordinaten?

Zunachst berechnen wir die Lange des Vektors 7 . Hierzu verwenden wir die Formel aus (4):

r=yr2+y2=4/(-4)2+32=v25=5
Da g < () und y > ( befindetsich z im Il. Quadranten:

o= arctan(%) ~ —36,87
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(Einheit: Grad)

(Einheit: Radiant)

Gegeben sei die komplexe Zahl >z =4 — ¢4 . Wie lauten ihre

Polarkoordinaten?

Da g > () und y < ( befindetsich z im IV. Quadranten:

(Einheit: Grad)

(Einheit: Radiant)

Eulersche Darstellung

Die Eulersche Darstellung gibt die Verbindung zwischen den trigonometrischen Funktionen und den
komplexen Exponentialfunktionen mittels komplexer Zahlen an. Die Eulersche Darstellung wird im
angegeben durch:

Eulersche Darstellung: , — ,oi%
mit

€'Y = cosp + 1 - sing

Die Angabe von ¢ erfolgt bei der eulerschen Darstellung in Radiant!

Gegeben sei die komplexe Zahl » =3 _—4¢4. Wie Ilauten ihre
Polarkoordinaten?

Wir verwenden hier wieder der kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten:
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@) r=/32+(—42=5

Da g > ( und y < 0 befindetsich z im IV. Quadranten:

o= arctan(?) ~ —53,13

Nachdem wir 7 und @ bestimmt haben, kénnen wir die komplexe Zahl mittels der eulerschen
Formel angeben:

1.4  Nullstellen von Polynomen

Als Polynome bezeichnet man vielgliedrige Summen oder Differenzen. Der Begriff Binome wird im
Gegensatz dazu flir zweigliedrige Summen oder Differenzen verwendet.

Komplexe Zahlen spielen in der Bestimmung der Nullstellen von Polynomen eine wichtige Rolle,
also die Werte von 1 , fur die das Polynom verschwindet.

Der Ausdruck algebraische Summe ist dem Polynom gleichbedeutend.

Ein Beispiel fir ein fiinfgliedriges Polynom ist der Term

In den folgenden Kurstexten gehen wir auf den Fundamentalsatz der Algebra
und die pg-Formel naher ein.
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1.41 Fundamentalsatz der Algebra

MERKE

Fir jedes Polynom f(gj) mit komplexen Koeffizienten ist eine Darstellung als

Produkt von 1 Linearfaktoren maéglich.
f(z) = apz™ + an_12™ "t + ... + a1z + ag

< f(x) =apn(x —by) ... (x — by)

Die komplexen Zahlen by, ... b, sind die Nullstellenvon f(z) .

g

Zerlege das Polynom x4 — ] in Linearfaktoren!

ot —1=(z —1)(x —i)(z + 1)(x 4 i) (Beachte, dass ;2 — _1)
Probe:

(x —1)(x—i)(z+ 1)(x+1)

Jedes Polynom 1 -ten Grades lasst sich in ein Produkt von 1, Faktoren zerlegen.

Hierbei ist anzumerken, dass jede ganzrationale Gleichung 7 -ten Grades mit komplexen Zahlen
genau 71 LOsungen besitzt. Im obigen Beispiel ist die Gleichung 4 -ten Grades, somit missen 4

Lésungen existieren, um eine Nullstelle zu erhalten. Die Losungen lauten 1; —1; 2 und —g .

1.4.2 abc- Formel (Mitternachtsformel) und pg-Formel

Die abc- und die pg-Formel sind wichtige Instrumente zur Losung quadratischer Gleichungen, also
dem Auffinden von Nullstellen eines Polynoms.
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Die abc-Formel

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet:

allgemeine Form der quadratischen Gleichung: ax2 +br+c=0

mit:

a#0
aan = quadratisches Glied

bx = lineares Glied
¢ = konstantes Glied (oder Absolutglied)

Ist H = () , dann sprechen wir von einer reinquadratischen Gleichung.

Die Lésungen dieser Gleichung berechnen wir mit der sogenannten abc-Formel. Diese Formel wird in
Teilen des deutschsprachigen Raumes auch als Mitternachtsformel bezeichnet.

—b £+ v/b? — 4ac

2a

abc-Formel:

LT12 =

Beispiel: abc-Formel / Mitternachtsformel

Gegeben sei die Funktion . Berechne die Nullstellen der Funktion mit der abc-
Formel.

Wir wenden dazu die obige Gleichung an:

—b £ Vb2 — 4ac
2a

T1,2 =

Hier gilt:
a=4
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b= -2
c=—28
Einsetzen:

X, =(2.91,0)

3 4
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Nullstellen der Funktion

Die pg-Formel

Wir sprechen von der Normalform der quadratischen Gleichung, wenn in der allgemeinen
quadratischen Gleichung 4 — ] gegeben ist. Dies erreichen wir, indem wir die Glieder der Gleichung

c
durch @ £ ( dividieren. Definieren wir p= 9 und g = —, so erhalten wir die Normalform der
a

quadratischen Gleichung.

g

Normalform der quadratischen Gleichung: 3;2 +pr+q=0

Die Losungen dieser Gleichung berechnen wir mit der sogenannten pqg-Formel. Wir definieren wie
oben P und ¢ mit 5 — ] und setzen diese in die abc-Formel ein:

—b £ Vb2 —4ac

T12 =
2a
—p ++/p? —daq
T12 =
2-1
1 1
x172:§~p:|:§\/b2—4ac
—p 1 1
— T2 .4.
T1,2 5 \/4 p 1 q

Nach den letzten Umformungen erhalten wir die pg-Formel.

pg-Formel: T12 = —= + (1_9)2 —q

¥ MERKE

Bei der pg-Formel muss also zunachst die gesamte Gleichung durch ¢ dividiert

werden, sofern ¢, 7é 1 ist.
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Beispiel: pq-Formel

Gegeben sei die quadratische Gleichung f(g;) = 42 + 16x + 8 - Bestimme

bitte die Nullstellen!
Zuerst Uberfuhren wir die Gleichung in die Normalform:
42 + 162 +8=10 | : 4

22+ 4r+2=0

In dieser Gleichung ist p = 4 und q = 2 . Mit diesen Werten lasst sich die pg-Formel I16sen und

damit die Nullstellen bestimmen. Wegen des - -Zeichens in der Losungsformel muss die Rechnung
zwei mal durchgefihrt werden:

(gerundet)
4 4
1= =5 —\[(5)?—2=—2— 1,414 = =3, 41 (gerunde
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35 1

y=d¥+16x+ 8

(-0.59, 0)

Nullstellen der quadratischen Funktion

Diskriminante und komplexe Zahlen

Der Term unter der Wurzel in der abc- oder pg-Formel hat im Bereich der komplexen Zahlen stets
eine Lésung. Das heil3t, wenn wir komplexe Zahlen als Ldsungen zulassen, hat jede quadratische
Gleichung genau zwei Losungen, auch wenn sie in bestimmten Fallen den gleichen Wert haben.
Diese Losungen werden Wurzeln der Gleichung genannt.

Im Bereich der reellen Zahlen hat eine quadratische Gleichung null bis zwei Lésungen. Die Anzahl der
reellen Nullstellen einer quadratischen Gleichung kénnen wir mittels der sogenannten Diskriminante
bestimmen.

g

alilgemeine Form der Diskriminante: ) — b2 — 4dac
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Betrachten wir den Term auf der rechten Seite, so fallt uns auf, dass dieser dem Ausdruck unter der

—b+ D

Waurzel in der abc-Formel entspricht. T1g =
’ 2a

Die Diskriminante der pg-Formel erhalten wir, wenn wir wie schon oben durchgefuhrt ¢, } und ¢
durch P und @ ersetzen. In der normierten quadratischen Gleichung ist ¢ — ] . Demnach folgt:

b c
p=— _>p:bundq=— —r q=c.
a a

Setzen wir nun die Variablen in die allgemeine Form der Diskriminante ein, so erhalten wir die
normierte Form der Diskriminante.

g

normierte Form der Diskriminante: [) — p2 — 4q

Hinsichtlich der Diskriminante konnen wir drei Falle unterscheiden:

1. ] < () : Die quadratische Gleichung hat keine reelle Nullstellen. Das heif3t, dass in der

grafischen Darstellung kein Schnittpunkt der Parabel der Gleichung mit der x-Achse existiert.
Im Zahlenraum der komplexen Zahlen existieren hingegen zwei Lésungen fir die Gleichung,
welche konjugiert zueinander sind. Konjugierte Losungen besitzen den gleichen Realteil. Ihr
Imaginérteil unterscheidet sich nur das Vorzeichen.

2. ] = () : Die quadratische Gleichung hat genau eine (doppelte) relle L6sung. Die Parabel
der Gleichung berihrt die x-Achse nur an einem Punkt, an ihrem Scheitelpunkt.

3. D > () : Die quadratische Gleichung hat zwei relle Nullstellen. In der grafischen Darstellung

hat die Parabel der Gleichung zwei Schnittpunkte mit der x-Achse.
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Beispiel: Diskriminante

Gegeben sei die reinquadratische Gleichung $2 + ] . Bestimme bitte die

Nullstellen!

Auf den ersten Blick sehen wir, dass dieses Gleichung keine reellen Nullstellen besitzt, denn fir
jede Zahl x ergibt sich stets ein Wert 7£ O .In C hingegen hat diese Gleichung zwei Lésungen.

Trotzdem kontrollieren wir unsere Vermutung mittels der Diskriminante, welche wir aufgrund g = 1
in der Normalform bestimmen:

Mt p=0und ¢ =1 folgtfir D=p>—-4¢ — D=0°—4-1=-4<0
——> Die quadratische Gleichung besitzt keine reellen, sondern nur zwei komplexe Nullstellen.

Zur Berechnung der Nullstellen nutzen wir wie im obigen Beispiel die pg-Formel:

= —— 4 )2 —

1,2 5 (2) q
0 0

= —— 44 /(=)2-1
T1,2 9 (2)
T12 = +v—1
Mit i2 — _] ergeben sich folgenden Lésungen:
.I'lz—{—\/—l:—l—?: To9 = — —1:—2

Zusatzinformation:

Die quadratische Gleichung lasst sich mit diesen beiden Ld&sungen in
Linearfaktoren zerlegen:

2 +1=0=(z —i)(z+1)
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1 Elementare Funktionen

In der Mathematik sprechen wir von einer Funktion oder Abbildung, wenn zwischen zwei Mengen eine
Beziehung besteht, bei der jedem Element der einen Menge ( 2 -Wert, unabhangige Variable oder

Funktionsargument genannt) genau ein Element der anderen Menge ( Y -Wert, abhangige Variable
oder Funktionswert genannt) zugeordnet werden kann.

In der Literatur wird der Begriff unterschiedlich definiert. Allgemein wird jedoch davon ausgegangen,
dass mathematischen Objekten (z. B. Zahlen, Mengen, geometrische Kérper) durch Funktionen
mathematische Objekte zuzuordnen sind.

D—Z

mathematische Funktion: f 2 oder auch
T — y

f:D—Zxz—y

Jedem Element x der Definitionsmenge [) wird durch die Funktion f genau ein Element Y der
Zielmenge [ zugeordnet. Das dem Element x aus der Definitionsmenge [) zugeordnete Element

Yy € Z bezeichnen wir im Aligemeinen mit f(x) )

Bitte beachte, dass die Umkehrung der Definition in der Methode-Box nicht gilt!
Ein Element der Zielmenge kann einem, mehreren oder auch keinem Element
zugeordnet sein.

Die verschiedenen Funktionen kénnen in zwei groRe Gruppen aufgeteilt werden. Wir kénnen in
rationale und nichtrationale (irrationale) Funktionen unterscheiden. Weiterhin kdénnen wir in
algebraische und transzendente Funktionen unterscheiden.

Rationale Funktionen
Die rationalen Funktionen unterscheiden wir in

+ ganzrationale Funktionen und
+ gebrochenrationale Funktionen.

Die ganzrationalen Funktionen kénnen wir weiter unterscheiden in:

« Potenzfunktionen: f(a:) = ax"

+ konstante Funktionen: f(x) = ag
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+ lineare Funktionen: f(x) = a;x + ag

* quadratische Funktionen: f(x) = a2x2 + a1x + ag

+ allgemeine ganzrationale Funktionen n-ten Grades (Polynom):

Nichtrationale Funktionen
Zu den nichtrationalen Funktionen gehdren

1

* Wurzelfunktionen:  f(z) = {/x =z
« trigonometrische Funktionen: bspw. f(z) = sinx

« Arkusfunktionen: bspw. f(x) = arcsinx

+ Exponentialfunktionen: f(x) = a”

» Logarithmusfunktionen: f () = logy ()

« hyperbolische Funktionen: bspw. f(x) = sinhx

» Areafunktionen: bspw. f(z) = Arsinhzx

Algebraische Funktionen

Diese Art von Funktionen werden insbesondere in der Algebra verwendet. Definiert sind algebraische
Funktionen als L6sungen der algebraischen Gleichung:

g

algebraische Gleichung: P(f(x1,...,z,), 21, ...,2,) =0

P =irreduzibles Polynom (in 7, 4 1 Variablen und Koeffizienten)
f(x1, ..., 2,) =Funktion (in n Variablen)

X1, ..., Ly = Variablen (der Anzahl n )

Diese Gleichung brauchst Du Dir nicht merken. Um festzustellen, ob eine Funktion algebraisch
ist musst du nur in der Formel nachschauen, ob in dieser Formel endlich viele der folgenden
Rechenoperationen vorkommen:

+ die Grundrechenarten (_|_7 — +)

» das Potenzieren
» das Radizieren (Wurzelziehen)
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Zu den algebraischen Funktionen zahlen mithin:

 alle rationalen Funktionen
* das Radizieren

Transzendente Funktionen

Alle weitere, nichtalgebraische Funktionen ordnen wir den transzenten Funktionen zu.
Dementsprechend gehoéren zu ihnen:

» Exponentialfunktionen

* Logarithmusfunktionen

+ trigonometrische Funktionen
 Arkusfunktionen

* Hyperbelfunktionen
* Areafunktionen

Im folgenden Kapitel werden wir die elementaren Funktionen in rationale und irrationale Funktionen
eingehen. Die rationalen Funktionen unterteilen wir dabei in

+ ganzrationale Funktionen und
+ gebrochenrationale Funktionen.

1.1 Stetigkeit einer Funktion

Stetigkeit von Funktionen

Eine mathematische Funktion f heil3t an der Stelle X stetig, wenn;

1. der Funktionswert f(xo) definiert ist.

2. der Grenzwert G = lim f(2) existiert. (G € R)

T—X0
3. der  Grenzwert G mit dem  Funktionswert f (o) Ubereinstimmt.

G = lim f(z) = f(z0)

T—T0

Ist eine Funktion an der Stelle I, nicht definiert, so brauchst du dich nicht zu fragen, ob diese in Zg
stetig ist.

istin zy = 1 weder stetig noch unstetig. Sie ist
0 g9 g

Die Funktion f(;g) =
x J—
dort einfach nicht definiert.
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Damit wir eine Funktion stetig nennen kdnnen, muss folgende Bedingung erflllt sein:

¢ MERKE

Eine beliebige Funktion heillt stetige Funktion, wenn sie an jeder Stelle ihres
Definitionsbereichs [ stetig ist.

Anders formuliert bedeutet dies, dass Funktionen stetig sind, die innerhalb ihres Definitionsbereiches
nicht unterbrochen sind. Beispiele fir stetige Funktionen sind:

+ rationale Funktionen wie die lineare, die quadratische oder die Potenzfunktion
» bestimmte trigonometrische Funktionen wie die Sinusfunktion

» Exponential oder Wurzelfunktionen

» weitere differenzierbare Funktionen

Unstetigkeit von Funktionen

Eine mathematische Funktion f heil3t an der Stelle X unstetig, wenn
1. der Funktionswert f () definiert ist.
und mindestens eine der beiden Aussagen zutrifft:

2. Der Grenzwert lim f(iL') existiert nicht.
T—x0

3. Der Grenzwert (G = f(x) stimmt nicht mit dem Funktionswert f(x) Cberein.

= G = lim f(x) £ f(x0)
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Denke daran, du kannst nur die Stetigkeit einer Funktion an einer konkreten Stelle
bestimmen, wenn diese definiert ist!

In vielen Quellen heiRt auch eine Funktion unstetig, wenn sie an einer
betrachteten Stelle nicht definiert ist!

Das liegt in der Verwendung des Begriffs Stetigkeit begriindet. Er wird haufig fir
die globale Beschreibung einer Funktion verwendet. Die Stetigkeit ist jedoch eine
lokale Eigenschaft einer Funktion.

Findest du also eine entsprechende Formulierung, dass eine Funktion f an einer

bestimmten, nicht definierten Stelle X nicht stetig ist, so meint dies, dass die

Funktion f an der Stelle Ty nicht stetig fortgesetzt werden kann!!!

Bestimmung der Stetigkeit von Funktionen

Ob eine Funktion stetig ist oder nicht, kdnnen wir mit dem rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert
bestimmen. Dazu addieren bzw. subtrahieren wir einen beliebig kleinen Wert }, zu dem X und

lassen diesen gegen null konvergieren.

rechtsseitiger Grenzwert: }lllg(l) f(SUO + h)

linksseitiger Grenzwert: lim f(xo - h)
h—0

Sind diese

1. gleich und
2. der ermittelte Wert stimmt mit dem Funktionswert an dieser Stelle lberein,

so ist die Funktion an der betrachteten Stelle stetig:

i o ) = i f(zo =
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2. lim f(z) = f(xo)

T—X0

Beispiel 1 zur Bestimmung der Stetigkeit von Funktionen

r+1jr <2

Gegeben sei die lineare Funktion f(z) = .
r+3z>2

Diese Funktion ist an der Stelle x; = 2 unstetig.

Beispiel 2 zur Bestimmung der Stetigkeit von Funktionen
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Gegeben sei die Funktion

Untersuche die Funktion auf Stetigkeit!

Wir sehen, dass an der Stelle x; = 3 ist die Funktion definiert ist. Wir kdnnen somit priifen, ob die

Funktion stetig ist, indem wir uns von links und rechts dem Grenzwert nahern.

Rechtsseitige Annaherung

Zuerst formen wir Zahler und Nenner der Funktion um:

_2*=9  (z—-3)(x+3)
C2r—6  2(x—3)

(@)
Wir addieren }, und lassen es gegen null gehen:

B3+h+3)(3+h—3)
2(3+h—3)

o) =

Linksseitige Anndherung
Wir formen um:

_2*=9  (z—3)(xz+3)
C22—-6  2(x—3)

f(x)

Wir substrahieren }, und lassen es gegen null gehen:

Wie du siehst, ist die Funktion an der Stelle x, = 3 stetig, da sie an dieser Stelle defininert ist,

der rechts- und linksseitige Grenzwert gleich sind und dass der Grenzwert mit dem Funktionswert
Ubereinstimmt.

Document doesn't look right? We'll help you out!
o€le 11 von 7o


https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

1.2 Grenzwerte von Funktionen

Der Grenzwert von Funktionen (auch Limes genannt) bezeichnet in der Mathematik denjenigen Wert,
dem sich die Funktion in der Umgebung der betrachteten Stelle annahert. Existiert ein Grenzwert,
so konvergiert die Funktion, anderenfalls divergiert sie.

lim f(z) =G

Grenzwert einer reellen Funktion f fiir x gegen Xy :
T—T0

X kann dabei sowohl eine reelle Zahl sein, als auch +0o0 oder —o© annehmen:

* 29 € R: Ty muss nicht unbedingt im Definitionsbereich Df der Funktion liegen. g
muss aber ein Haufungspunkt von Df sein. Das bedeutet, dass in jeder (noch so kleinen)
Umgebung von 2 unendlich viele Elemente von Df liegen mussen.

* Xo = -+00 : Der Defintionsbereich Df der Funktion muss nach oben unbeschrankt sein.

« Xy = —O0Q : Der Defintionsbereich Df der Funktion muss nach unten unbeschrankt sein.

g

Du kannst Grenz- und Haufungswerte folgendermal3en unterscheiden:
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» Grenzwert: In jeder noch so kleinen Umgebung von Iy missen fast
alle weiteren Werte von Df liegen.
» Haufungspunkt/-wert: In jeder noch so kleinen Umgebung von X

mussen nur unendlich viele weitere Werte von Df liegen.

Beispiel fiir die Berechnung von Grenzwerten an definierten und
undefinierten Stellen

o . z? —4 . L
Gegeben sei die Funktion f(;g) = . Bestimme mégliche

(x —2)(z + 3)

Grenzwerte!

Grenzwerte an definierten Stellen

Lassen wir den Nenner der Funktion aul3er Acht und betrachten diese Funktion zunachst als einfaches

Beispiel an der Stelle » — 1.

Die Funktion hat fir lig% f(x) den Grenzwert (), 75. Wenn x gegen ] lauft, strebt die
X

Funktion gegen 3 = 0,75 .
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Grenzwerte der Beispielfunktion

Betrachten wir nun den Term im Nenner der Funktion:

Die Funktion istanden Stellen = 2 bzw. - = —3 mdglicherweise nicht definiert.

Weiteres zu diesem Thema findest du unter dem Kurstext Nullstellen
Definitionslicken im Kapitel der gebrochenrationalen Funktionen. An dieser Stelle
ist es wichtig zu wissen, dass eine gebrochenrationale Funktion nicht definiert ist,
wenn ihr Nenner den Wert () annimmt.

Wir wollen zunachst den Grenzwert (3’ von f(x) fir 1 — 2 ermitteln. Daflir muss die Funktion

so umgestellt werden, dass 1 — 2 eingesetzt werden kann. Vorher formen wir deshalb mit Hilfe der
binomischen Formeln den Term 332 — 4 um:

a®+b* = (a+b)(a — b)

— 2 — 4= (v+2)(z —2)
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Wir sehen nun, dass der Term (x — 2) gekirzt und damit der Grenzwert bestimmt werden kann:

. . r+2 4
alcl—%f(x)_il—%x—i—B_g

Grenzwerte an undefinierten Stellen

Fir = —3 ist die Funktion nicht definiert, da wir die Funktion nicht so umformen kdénnen, dass
eine Lésung fur » = —3 gefunden werden kann. Wir kdnnen jedoch an dieser Stelle den Grenzwert
jeweils von rechts und links bestimmen.

Rechtsseitige Annaherung

Wir addieren }, zu 1y = —3 und lassen es gegen null laufen:

(=3 + h)%*—4)
(=3+h—2)(=3+h+3)

}lllg(l)f(xo +h) = }lgl%f(—?)—i— h) =

Konvergiert das };, im Zahler und der linken Seite des Nenners gegen null, so erhalten wir konstante
Werte. Somit bleibt unter dem Bruchstrich das kleiner werdende }, . Fur unendlich kleine Werte fir

h, wird der Wert des Bruches unendlich groR:

. 5) 1
S S T R

Linksseitige Anndherung

Wir subtrahieren }, von xy = —3 und lassen es gegen null laufen. Die weiteren Rechenschritte
erfolgen analog der rechtsseitigen Annaherung an den Grenzwert.

. (=3 —h)2—4)
lim f(—3 —h) =
b/ ) (—3—h—2)(3—h+3)
An der Stelle » = —3 besitzt die Funktion zwei Grenzwerte:

+ rechtsseitig: —o0
* linksseitig: +00

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele 10 vor 710


https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true

=~ - iNngenieur

Document doesn’t look right? We'll help you out!

G o

Beispiel Grenzwerte mit x = -3 und x = 2

Grenzwertsatze

Zur Berechnung von Grenzwerten gelten folgende Rechenregeln:

1.

lim (f(z) £ g(x)) = lim f(z) £ lim g(x)

Tr—x0 T—I0 Tr—rT0

lim (f(z) - g(z)) = lim f(z) - lim g(z)

T—T0 T—T0 T—T0

lim [c- f(z)] =c- lim f(z)

T—xQ T—rT0

lim f
10210
e—zo g(x)  lim g(x)

T—x0

e, V@) = 4 5, 1)

lim (f(z))" = (lim f(z))"

T—TQ T—x0
I

lim a/® = ami’ngo 1@

Tr—x0

lim log, f(x) = log,(lim f(x))

Tr—x0

lim |f(z)| = | lim f(z)|

T—T0 T—T0
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1.3 Rationale Funktionen

In diesem Kursabschnitt werden wir die rationalen Funktionen in

+ ganzrationale Funktionen und
+ gebrochenrationale Funktionen

unterscheiden und deren Eigenschaften betrachten.
1.3.1 Ganzrationale Funktionen

Definition einer ganzrationalen Funktion

Eine ganzrationale Funktion (auch Polynomfunktion) ist die Summe von Potenzfunktionen mit
natiirlichen Exponenten:

Die reellen Zahlen mit g, 7é 0 heiBen Koeffizienten, die Zahl y, ¢ N ist der Grad des Polynoms.

Gegeben sei die Funktion f(g;) = 32t 1222 — 42+ 8.

Dies ist eine ganzrationale Funktion (alle 1 sind naturliche Zahlen) mit dem Grad
4 und den Koeffizienten —3,2, —4 und §.

Spezialfalle ganzrationaler Funktionen

konstante Funktion: n = 0 — f(x) = aq
lineare Funktion: n =1 — f(x) = a1z + ag

quadratische Funktion: 1, = 2 — f(x) = a2x2 + a1x + ag

Polynom 3. Grades:

Polynom 4. Grades:

In den folgenden zwei Abschnitten zeigen wir dir, wie man die Nullstellen von
ganzrationalen Funktionen bestimmt. Dabei greifen wir die pg-Formel wieder auf
und gehen auf die Substitution sowie die Polynomdivision ein. Aulerdem zeigen
wir, wie man die Grenzwerte von ganzrationalen Funktionen bestimmit.
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1.3.1.1 Nullstellen ganzrationaler Funktionen

Allgemein versteht man unter einer Nullstelle einer Funktion f(g:) diejenige Zahl g, fir die

f(g;o) = () gilt. Grafisch sieht dies folgendermaRen aus.

Fae

-3

Nullstellen einer Polynomfunktion 3. Grades

Dort, wo der Graph der Funktion f(x) die 1 -Achse schneidet, liegen die Nullstellen von f(x) .

Fir lineare Funktionen (7 = 1) und quadratische Funktionen (7, = 2) ist die Berechnung der

Nullstellen anhand von Lésungsformeln maglich. Fir ganzrationale Funktionen mit 1, > 3 hingegen,

stehen im Allgemeinen keine Ldsungsformeln zur Verfliigung. Es existieren allerdings einige
Sonderfalle.

Berechnung der Nullstellen bei linearen Funktionen

Gegeben sei die Funktion f(q;) = 3x — 12 . Zur Berechnung der Nullstelle wird die Funktion gleich

null gesetzt und nach x aufgeldst:
3r —12=10

3r =12
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r=4

Der Graph der Funktion f(x) = 3x — 12 schneidetdie x -Achsebei 3 = 4 .

Berechnung der Nullstellen bei quadratischen Funktionen

Gegeben sei die Funktion f(g;) = gjz -+ 3x — 12 . Zur Berechnung der Nullstelle wenden wir die

pg-Formel an:

pg-Formel: Ti19 = _]_9 + (1_9)2 —q

Mit p =3 und ¢ = —12 folgt:

3 3
=24+ /(2)2 412
1,2 5 (2) +
z, = 2,28
LU2:—5,27

Der Graph der Funktion f(g;) = 72 + 32 — 12 schneidet die x -Achse bei r; = 2,28 und
T9 = —5, 27 .

Sonderfalle fiur Funktionen mit Exponenten > 2

Ausklammern von Potenzen

Gegeben sei die Funktion . Durch Ausklammern von x erhalten wir:

f(z) = z(2® 4+ 22 — 8)

Nullsetzen ergibt:

w(z? + 21 —8) =0 bzw. g =0 und (2% + 22 —8) =0

Die erste Nullstelle ist also: 1, = 0

Fur (332 + 2x — 8) — () ergeben sich mit der pg-Formel die weiteren Losungen:
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.T3:—4

Substitution von Potenzen

Gegeben sei die Funktion f(x) — 2% — 1922 4 48 . Durch Ersetzen von 12 durch z erhalten

wir:

22192448 =0

Wir wenden die pg-Formel an und erhalten fiir 2 :

p p
— 24 (52 =
21,2 5 (2) q
—19 —19
= ——+ ——)2 — 48
212 5 \/( 5 )
21:16
2223

Wir machen die Substitution riickgangig und erhalten mit , — .2

22 =16 ud 22 =3

Funktionen mit ganzzahligen Koeffizienten (Polynomdivision)

Ist f(g;) = a,x" + an_lq;”_l + ... + a1z + ag eine Funktion mit ganzzahligen Koeffizienten

(alle a; € Z ), dann gilt:
(1) Jede ganzzahlige Nullstelle ist ein Teiler von ag .
Ist der Hauptkoeffizient q,, = 1, sogilt

(2) Jede rationale Nullstelle ist eine ganze Zahl und zwar ein Teiler von a .

Zum Auffinden der Nullstellen gehen wir wie folgt vor:
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ket f(l") = a,z" + an_lx”_l + ...+ a1x + ag eine Funktion mit
ganzen Koeffizienten (alle a; € Z, a,, = 1), so sucht man alle Teiler von @

. Danach setzt man die gefundenen Teiler in die Funktion ein. Fir den Teiler, fir
welchen die Funktion den Wert null annimmt gilt, dass dieser eine Nullstelle der
Funktion darstellt. Die erste Nullstelle ist demnach ermittelt. Der Wert der Nullstelle
wird dann far die Polynomdivision verwendet. Nach deren Durchfiihrung kénnen
dann die Nullstellen fur die verbleibende Funktion (z. B. mittels pg-Formel fiir eine
quadratische Funktion) bestimmt werden.

Dieses Vorgehen zeigen wir dir anhand des nachfolgenden Beispiels:

Gegeben sei die Funktion f(gg) — 13 — 202 4+ ¢ — 2 . Bestimme alle reellen
Nullstellen der Funktion und spalte die Linearfaktoren ab!
(1) Funktion durch @, teilen, falls a,, = 1. Hierist q,, = 1.

(2) Die Teiler von ag (hier: —9 )sind 1 und 49 . Probieren, d. h. Einsetzenvonz.B. o = 92
zeigt, dass f(2) = (. Das heiit 1y = 2 ist eine Nullstelle der Funktion.

(3) Polynomdivision durchfihren:

Da v =2 = (0 =z — 2. dividierenwir f(z) durch (z —2).
(2° - 20 +2-2): (z —2) =2 +1

(—)(@ — 227)

Das Ergebnis ;.2 | ] hat keine reelle Nullstelle, da ; — /] (Wurzel aus negativer Zahl in

IR nicht méglich). Das beudeutet, - — 92 ist die einzige reelle Nullstelle.
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Wirde sich nach der Division eine Funktion ergeben, welche noch Nullstellen besitzt, dann misste
fur diese mithilfe des oben genannten Vorgehens (pg-Formel, Substitution, Ausklammern etc.) weitere
Nullstellen bestimmt werden.

Vollerellen perecpnuna. Rie Fanlbdonen

Exponenter (gl normchivisSior

1.3.1.2 Grenzwerte ganzrationaler Funktionen

Verhalten im Unendlichen

Die Grenzwerte ganzrationaler Funktionen fir - — 4o sind +00 sowie —0O und werden im

Allgemeinen durch den Summanden mit dem héchsten Exponenten bestimmt. Das genaue Verhalten
hangt davon ab, ob der Grad 17, einer Funktion gerade oder ungerade ist und

welches Vorzeichen der Leitkoeffizient a,, besitzt.

n gerade n ungerade

Fire — 00 flz) -+ 00
z—+=00! flz) & -0

a>l _ e
Fir 2 — 400 flz) = 00

a<l - Firz —+ 00 flz) -+ -00
HIr g— 00! Jlz) = —00 )

r—-00: flz] = 00

Verhalten im Unendlichen

Uberblick zu den Grenzwerten ganzrationaler Funktionen

Fir kann man den Summanden mit dem hdchsten Exponenten ausklammern. In diesem Fall

klammern wir ¢, 2" aus:

bzw. gekirzt:
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In der Klammer werden die Glieder mit den Briichen fir 1+ — 4o unendlich klein. Der Grenzwert
1 resultiert:

Da nun der Ausdruck in der Klammer gegen ] strebt, kénnen wir auch sagen:

¢ MERKE

Die Funktion verhalt sich im Unendlichen wie ihr Summand mit dem hochsten
Exponenten ¢, 2" vorgibt.

Beispiel: Grenzwerte

g

Zeige, dass der Graph der Funktion f(z) = 3xt 4+ 202 — 4+ 8§ fir

T — 400 verlauft wie der Graph der Funktion g(g;) — 34!

Fir r — 00:

(1) — 3241 — :
fla) =3z7(1+ 32 3x° + 31‘4)

Daraus folgt fir z — oo : f(x) — oo

2) g(z) = 32*:

Daraus folgt fir x — oo : g(x) — 00
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Fir r - —0o0:

2 4 8
(1) = 3z%(1 — :
/(@) vl 3rz2  3a3 + 3354)

Daraus folgt fir 7 — —oo: f(z) — oo

(2) g(v) = 3z*:

Daraus folgt fir 7z — —oo: g(x) — oo

Verhalten fiir x gegen null

Allgemein wird das Verhalten fir 5 — () durch den Koeffizienten mit dem niedrigsten Exponenten
bestimmt. Der Graph schneidet die y-Achse bei g . Die Steigung an dieser Stelle ist durch a4
gegeben. Die Tangente im Schnittpunkt mit der y-Achse hat also stets die Gleichung

f(x) =a1x+ ap -

Zeige, dass der Graph der Funktion f(z) = 3rt 4+ 202 — 4y 4+ 8 fir

2 — ( den gleichen Verlauf wie der Graph der Funktion ¢(x) = —4x + 8

besitzt!

z—0:

lim f(r) =32 +22° — 42 +8=04+0—-0+8=38

z—0

limg(z) = -4 +8=0+8=28

x—0

Die Graphen beider Funktionen schneiden die y-Achse bei - — & . Die Steigung hat dort den Wert
—4.
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¢ MERKE

» Bei ganzrationalen Funktionen entscheidet der Koeffizient mit dem
hochsten Exponent Uber das Verhalten der Funktion im Unendlichen.

» Der Koeffizient mit dem niedrigsten Exponenten entscheidet Uber das
Verhalten der Funktion gegen null.

Grerewesie. Gorcotoraler Mnmbmonen

(5
e Unendlichen,

rraflen

1.3.2 Gebrochenrationale Funktionen

Eine Funktion wird als gebrochenrationale Funktion bezeichnet, wenn sich sowohl im Zahler als auch
im Nenner eine ganzrationale Funktion befindet:

¢ MERKE

gebrochenrationale Funktion:

AnZ™ + @12 P+ ... + a1z + ag
flz) = ]
bml‘m T bm_lazm_ AF oo AR bl.l? aF b()

i+ d+z-1
x3 — 2 — 2

gebrochenrationale Funktion: Yy =
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Asymptoten

Eine Asymptote (altgr. asymptotos = nicht libereinstimmend) ist eine "einfache" Funktion, zumeist eine
Gerade, an die sich der Graph einer Funktion mit zunehmendem Abstand vom Koordinatenursprung
annahert, ohne dass sich beide in ihrem Verlauf irgendwo berihren.

* Nahert sich der Graph einer Funktion einer Gerade parallel zur Y -Achse an, so spricht man

von einer senkrechten Asymptote.
+ Die waagerechte Asymptote ist eine der x -Achse parallelen Gerade fir  — 400 -

* Nahert sich der Graph einer Funktion einer Gerade an, die zu keiner der Achsen des
Koordinatensystems parallel verlauft, so liegt eine schiefe Asymptote vor.

Nullstellen und Definitionslicken

Nullstellen: Eine Nullstelle liegt vor, wenn der Zahler den Wert null annimmt, der Nenner aber einen
Wert ungleich null besitzt.

Definitionsliicken: Eine Definitionslicke liegt vor, wenn der Nenner fir Ty den Wert null animmt, er
also eine Nullstelle hat. Man unterscheidet hier zwischen Pol und hebbarer Definitionsliicke:

+ Pol: Eine Polstelle liegt vor, wenn der Nenner fir Xy den Wert null annimmt, der Zahler

hingegen einen Wert ungleich null.
AuRerdem kann ein Pol vorliegen, wenn Zahler und Nenner fir I eine Nullstelle besitzen.

Wir zerlegen Zahler und Nenner in Linearfaktoren und kirzen. Besitzt der erhaltene gekiirzte
Funktionsterm bei I ebenfalls eine Nullstelle, dann hat die gebrochenrationale Funktion

eine Polstelle.
Der Graph einer gebrochenrationalen Funktion ndhert sich an der Polstelle einer senkrechten
Asymptoten an.

* hebbare Definitionsliicke: Diese ist gegeben, wenn sowohl Nenner als auch Zahler fir
Zo den Wert null annehmen. Hierbei kdnnen wir den Nenner und Zahler als Linearfaktoren

darstellen und kiirzen. Ist der erhaltene gekiirzte Funktionsterm bei Xy ebenfalls ungleich

null, dann ist somit der Definitionsbereich der Funktion erweitert. Die (hebbare)
Definitionsliicke kann aufgehoben werden.

Keine Panik, wenn du noch nicht viel verstehst. In den folgenden Abschnitten
fuhren wir dich in die tiefen Abgrinde der Bestimmung der Nullstellen,
Definitionslicken sowie Polstellen gebrochenrationaler Funktionen und der
senkrechten sowie waagerechten Asymptoten ein.
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1.3.21 Echt/unecht gebrochenrationale Funktion

Echt gebrochen/unecht gebrochenrationale Funktion

Ist der Grad 1 des Nenners gréf3er als der Grad 7 des Zahlers, so heif’t die rationale Funktion
f(x) echt gebrochen.

B+r2+r+1
zt + 3z + 3

echt gebrochene Funktion: f(g;) =

Ist hingegen der Grad 1 des Nenners kleiner oder gleich dem Grad 1 des Zahlers, so heif’t die
Fuktion unecht gebrochen.

3 2
unecht gebrochene Funktion: f(x) — X —2555 +3r+5
x° + oz + 12

¢ MERKE

echt gebrochenrationale Funktion:
unecht gebrochenrationale Funktion:

Polynomdivision — Unecht gebrochenrationale Funktion in
ganzrationale plus echt gebrochenrationale Funktion umwandeln

Jede unecht gebrochene Funktion I&sst sich mittels Polynomdivision in die Summe aus ganzrationaler
Funktion und echt gebrochenrationaler Funktion tUberfiihren.

x4+ 234+ —1

Zerlege die unecht gebrochene Funktion mittels
w4 1
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Polynomdivision in eine ganzrationale Funktion plus echt gebrochenrationale
Funktion!

(z*+22° +2—1): (2® —2*+1)=2+3

()t = @+ )

33 —1

(=)(323 — 32% + 3)

322 —4

3x2 —4

Ergebnis: © + 3 mitdemRest __——
3 —a?+1

Das bedeutet, dass die unecht gebrochenrationale Funktion auch als ganz rationale Funktion plus
echt gebrochenrationale Funktion geschrieben werden kann:

1.3.2.2 Nulistellen und Definitionsliicken gebrochenrationaler Funktionen

Nullstellen bei gebrochenrationalen Funktionen

Wie wir im Kurstext Gebrochenrationale Funktionen schon erwdhnt haben, wird zur Ermittlung der
Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen der Zahler herangezogen. Der Zahler der
gebrochenrationalen Funktion wird gleich null gesetzt und nach x aufgeldst. Allerdings muss vorher
noch geprift werden, ob der Nenner bei diesem x -Wert null wird, weil sonst eine hebbare
Definitionsliicke vorliegt (siehe folgenden Unterabschnitt: Definitionsllcke). Ist der Nenner ungleich
null, so liegt eine Nullstelle der gebrochenrationalen Funktion vor.

Nullstelle der Funktion: f(x) = — 2 mit z(x) =( und n(x) #0
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Beispiel: Nullstellen gebrochenrationaler Funktionen

Gegeben sei die gebrochenrationale Funktion . Bestimme die Nullstellen!

Zur Bestimmung der Nullstelle wird der Zahler herangezogen und gleich null gesetzt:
r—3=0

r=3

Diesen x -Wert setzen wir nun in den Nenner ein:

3+ 1 =4 und damit 7é 0 = Esliegt keine Definitionsliicke vor!

Demnachist o = 3 eine Nulistelle von f(z) .

¥ MERKE

Die Ermittlung der Nullstellen bei gebrochenrationalen Funktionen erfolgt nach
dem Prinzip der Nullstellenermittiung ganzrationaler Funktionen.

Definitionsliicken bei gebrochenrationalen Funktionen

Du hast bereits im Kurstext Gebrochenrationale Funktionen gelernt, dass bei gebrochenrationalen
Funktionen eine hebbare Definitionsliicke oder Polstelle vorliegt, wenn der Nenner null wird. Fur
Polstellen und hebbare Definitionsliicken gilt:

q
Polstelle:
- flz)= zg)) — 2(zo) # 0 und n(z) =0
: f(i) = @ — Z($0) =0 und n(ggo) =0
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Document doesn't look right? We'll help you out!
_ Zfaks. (T) _

— fram(x) = =——=5 = Npare.(T0) =0

nfakt.(x
hebbare Definitionsliicke:
fla) = 22 s 2(z0) = 0 wnd n(zy) = 0
¢ X zlx = u nlx =

Zfakt \ T

— frare(x) = () — Nfakt.(To) # 0
nfakt.(x)

frakt(z) = faktorisierte Form von f ()

Zfakt (x) = faktorisierte Form der Zahlerfunktion

N fakt(T) = faktorisierte Form der Nennerfunktion

Beispiel: Definitionslicken

Gegeben sei die unecht gebrochenrationale Funktion f(x) —

x2—4zx+3
T — 2

Liegt eine Polstelle oder eine hebbare Definitionsliicke vor?

Fir 7 = 2 wird der Nenner null. Damit liegt hier eine Definitionsliicke vor. Ob es sich nun um eine

Polstelle oder eine hebbare Definitionslliicke handelt, entscheidet dann der Zahler. Hierflir missen die
Nullstellen des Zahlers bestimmt werden. Diese kénnen mittels pg-Formel bestimmt werden:

p
pg-Formel: = —= = )2
T1,2 > (5)? —q
Wirsetzen p = —4 und ¢ = 3 in die Formel ein:
—4 —4
T == /(5 =3

Document doesn't look right? We'll help you out!
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—4
== (7)2—3
T1o =241
1 =3
To =1

Die Zahlernullstellen entsprechen nicht der Nennernullstelle. Das bedeutet, dass es sich bei der
Nennernullstelle - — 2 um eine Polstelle handelt.

Die nachfolgende Grafik veranschaulicht die Nullstellen und die Polstelle der Funktion.

Definitionslickefbei x = 2

Definitionsliicke ? Polstelle

In der Grafik siehst du deutlich, dass die Funktion bei - — 9 nicht definiert ist. Dies kannst du auch
2’ —4x + 3
r—2

wird und durch null nicht dividiert werden darf. Hier besteht somit eine Definitionsliicke. Es handelt sich
dabei um eine Polstelle, da der Zahler bei diesem Wert ungleich null ist.

— erkennen, da der Nenner bei - — 2 gleich null

direkt an der Funktion f(x)

o€elie o511 vor 1o
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1.3.2.3 Hebbare Definitionsliicke

Wie schon mehrmals erwahnt ist eine hebbare Definitionsliicke gegeben, wenn sowohl der Nenner als
auch der Zahler fur einen bestimmten Wert fir x5 = (O wird. Der Begriff hebbar bedeutet in diesem

Zusammenhang, dass die Definitionsliicke behoben und damit der Definitionsbereich erweitert
werden kann.

Vorgehensweise:

1. Nullstellen des Nenners bestimmen.

2. Nullstellen des Zahlers bestimmen: Resultiert dieselbe Nullstelle wie im

Nenner, liegt eine mégliche hebbare Definitionsliicke vor.

Zahler und Nenner faktorisieren und den Bruch kirzen.

4. Gemeinsame Nullstelle aus 2. in den Nenner der gekurzten faktorisierten
Funktion aus 3. einsetzen. Wird der Nenner ungleich null, so liegt eine
hebbare Definitionsliicke vor. Wird der Nenner hingegen null, so liegt eine
Polstelle vor.

@

In 4. muss nochmals Uberprift werden, ob eine hebbare Definitionsliicke vorliegt. Dafiir wird der bei 2.
ermittelte Wert (falls hebbare Licke) in den Nenner eingesetzt.

» Wird der faktorisierte Nenner ebenfalls null, resultiert eine Defintionslicke. Somit liegt eine
Polstelle vor.

e Wird der Nenner 7£ 0, liegt eine hebbare Licke vor.

Beispiel: Hebbare Definitionsllicke

Gegeben sei die Funktion

Prufe, ob eine hebbare Definitionslicke vorliegt und behebe diese gegebenenfalls!

1. Nullstellen des Nenners bestimmen

n(r) =62 —12x |:6

n(x) = 2> — 2z
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p p
pq-Formel T12 = —= + (_)2 —q
2 2
p Py
Tip=—5 =% o) —4
2 (2)
—2 —2
T1p=—— F4/(5)*—0
2 2
I 2
To = 0

2. Nullstellen des Zahlers bestimmen

—b+ b2 — 4ac
2a

Mitternachtsformel:

T1,2 =

|
I
@

To =

alternativer Rechenweg:

pg-Formel: T12 = _g + (]_9)2 —q
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z(r) =22° +2x — 12 |2
2(z)=2*+x—6

mit p=1und ¢ = —6

Anwendung der pg-Formel:

1 1 5
T12 = —5 + (5) - (_6)

1 1
— 4 /(3)2 16
T12 5 (2) + 6)

1
=5 —/6,25= -3

Far o = 2 werden sowohl der Zahler als auch der Nenner null. Es liegt somit
moglicherweise eine hebbare Definitionsliicke vor. Die Nullstelle ,» = —3 ist
hingegen nicht gleich Nullstelle des Nenners und damit die Nullstelle der Funktion,

da n(—3) £0.

3. Zahler und Nenner faktorisieren

Zum Faktorisieren werden die Zahler- und Nennernulistellen herangezogen. Die Faktordarstellung ist
allgemein gegeben zu:

q

Faktordarstellung: f(z) = a(x — z1)(z — z2)

Dabei sind o1 und Zo die Nullstellen der Funktion und a der Faktor vor x2 .

Zahler faktorisieren:
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z(r) =22° + 22 — 12 la=2

Wir haben die Nullstellen 2y = 2 und 15 = —3 ermittelt. Einsetzen in die Faktordarstellung:

Nenner faktorisieren:

n(r) = 62* —12x la=6

Wir haben die Nullstellen 2y = 2 und 5 = ( ermittelt. Einsetzen in die Faktordarstellung:

Insgesamt ergibt sich also die faktorisierte Funktion zu:

2(x — 2)(x + 3)
6x(z — 2)

fz) =

Wir kdnnen den Bruch kirzen:

2(x —2)(x +3)

|Kirzen von (x-2)

fz) =

6z (x —2)
f(g;) = w | Kiirzen von 2/6 = 1/3
T
3
flo) = XY

r+3
3T

gekiirzte faktorisierte Funktion: f(g;) =

4. Erneut auf hebbare Liicke uberpriifen

Die ermittelte mogliche hebbare Licke lag bei 1 — 92 (fir Nenner und Zahler liegt hier eine Nullstelle

vor). Dieser Wert wird nun in den Nenner der gekiirzten faktorisierten Funktion eingesetzt. Wird
dieser ungleich null, so liegt eine hebbare Definitionsliicke vor (anderenfalls eine Polstelle).
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xr =2 in n(x) = 3x einsetzen:

n(2)=3-2=6 = #0

¢ MERKE

Der Nenner wird ungleich null, demnach liegt hier eine hebbare
Definitionsliicke vor.

5. Definitionsbereich erweitern
Der Definitionsbereich der Funktion kann dann wie folgt erweitert werden:

Einsetzen der hebbare Licke - —= 2 in den Bruch:

In der nachfolgenden Grafik ist die Funktion sowie die Nullstelle der Funktion bei 3 —= —3 und die
hebbare Definitionslicke bei 1 — 2 dargestellt.
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-3,0) Hehbare Definitionsliicke

-7 -6 -5 -4 0 1 2 3 4 5 & 7

-3
Nullstelle

Hebbare Defintionsliicke und Nullstelle der Funktion

1.3.24 Asymptoten

Eine Asymptote ist eine Gerade, an die sich der Graph einer Funktion annahert, ohne dass sich beide
in ihrem Verlauf irgendwo beriihren. Betrachten wir eine beliebige gebrochenrationale Funktion:

2(x)  apt" + ap 1"+ 4 a4 ag
n(x)  bpx™ 4 by 2™+ 4 bz + by

Senkrechte Asymptote

Senkrechte Asymptoten befinden sich, wie wir im Kurstext Gebrochenrationale Funktionen bereits
erwadhnt haben, an Polstellen einer gebrochenrationalen Funktion. Diese liegt vor, wenn in der
Polynomform oder in der faktorisierten Form der gebrochenrationalen Funktion der Nenner gleich null
ist, der Zahler jedoch nicht.

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele 57 vorI 710


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/hebbare-definitionsluecke-print.png
https://www.ingenieurkurse.de/app/coursearea/#/coursetext/51ece405fdcb906c50cf8ee9/5c70150e0b1637e2548b4568
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true

~ — ingenieur
‘ ‘ \ Document doesn’t look right? We'll help you out!

¢ MERKE

senkrechte Asymptote: f(x) = 2(z) — n(z) =0 z(x) #0

Beispiel: senkreche Asymptote

q

2224 22— 12

Gegeben sei die Funktion f(x) = 5 Bestimme die
6z° — 12z

Polstelle(n)!

Wir berechnen die Nennernullstellen und priifen, ob es sich um eine Polstelle handelt:

p
r12=—5£4/(5)° — ¢

—2 —2
— /(=) =0
T1,2 5 (2)
1'1—2
.’172—0

Wir setzen X1 und Z2 in die Zahlerfunktion ein:
z(:cl = 2) = () == (hebbare) Definitionsliicke
z(xy = 0) = —12 = Polstelle

Bei x5 = (0 liegt eine Polstelle vor. Demnach verlauft die senkrechte Asymptote durch gz = () :
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4 Senkrechte Asymptote

Die senkrechte Asymptote ist in diesem Fall die Y -Achse, da diese durch o — () verlauft. Hier

existiert ebenfalls eine waagerechte Asymptote, da der Zahlergrad gleich dem Nennergrad. Die
Definition der waagerechten Asymptote wird als nachstes betrachtet.

Waagerechte Asymptote
Fur die Berechnung der waagerechten Asymptote missen Zahler- und Nennergrad verglichen werden.

* Ist der Nennergrad kleiner als der Zahlergrad, so ist die waagerechte Asymptote die

x — Achse -
« Sind beide gleich, so resultiert eine waagerechte Asymptote, die eine Parallele zur x -Achse
a
ist. Ihr Abstand von der 1 -Achse betragt Yy = b—n .
m

¢ MERKE

waagerechte Asymptoten:

+ x -Achse: Zahlergrad < Nennergrad (n < m)

a
+ parallele Gerade zur x -Achse: Uy = —n, wenn Zahlergrad =
m

S

Nennergrad (n = m)
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‘
Ist die waagerechte Asymptote eine Parallele zur x -Achse, so betragt ihr
Qn,
Abstand von der x -Achse — .
bm

Beispiel: waagerechte Asymptote

2
Gegeben sei die Funktion f(x) = B e 10. Bestimme bitte die

3 —4x + 8

waagerechte Asymptote!

Der Zahlergrad .2 ist kleiner als der Nennergrad ..3 , damit ergibt sich: n < m . Die x -Achse
x x

ist demnach die waagerechte Asymptote der Funktion:

15 1

10 4

14 12 -1 - -4 -2 o 2 4 [} a8 10 12 14

Waagerechte Asymptote: x-Achse

-10 4

-15 1

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass die x -Achse die waagerechte Asymptote darstellt.
Da hier der Nenner bei x = —2,65 den Wert null annimmt (Nullstellen des Nenners mittels

Polynomdivision berechnen) und dies eine Polstelle darstellt, ergibt sich hier ebenfalls eine senkrechte
Asymptote.
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_2x2—|—2x—|—5
42—+ 6

. Bestimme bitte die

Gegeben sei die Funktion f(x)

waggerechte Asymptote(n)!

Zahlergrad und Nennergrad sind gleich, es gilt: 1. = m . Der resultierende Quotient ist demnach der

2 1

Y -Wert, durch welchen die waagerechte Asymptote verlauft: y=-=—":

4 2

2
—
N Waagerechte Asymptote
02
a
1 a0 &0 40 20 o 20 40 80 a0 100
Waagerechte Asymptote

Schiefe Asymptote

Eine schiefe Asymptote ist liegt vor, wenn der Zahlergrad um eins grof3er ist als der Nennergrad.

¢ MERKE

schiefe Asymptote: Zahlergrad = Nennergrad + 1 (n=m + 1)

Die Berechnung der schiefen Asymptote wird wie folgt durchgefiihrt:

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele 41 vor 710


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/asymptote-waagerecht2-neu-print.png
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

g

1. Prifung der Funktion, ob eine schiefe Asymptote vorliegt
2. Durchfiihrung der Polynomdivision

3. Grenzwertbetrachtung

Beispiel: schiefe Asymptote

3 —3x+2
2 —x

Gegeben sei die Funktion f(x) — . Bestimme die Gleichung

der schiefen Asymptote!

Der Zahlergrad 3 ist um eins groRer als der Nennergrad 9 . Es giltdemnach 7, = 1, + 1 . Esliegt
eine schiefe Asymptote vor. Die Berechnung wird wie folgt durchgefiihrt;

Polynomdivision:

Wir fuhren zunachst die Polynomdivison durch. Dafir dividieren wir den Nenner durch den Zahler:

2
(402" -32+2): (* —w)=a+1—-=
x

~(@* — %)

—2x + 2

—(—2x+2)

0

Als nachstes muss das Ergebnis aus der Polynomdivision betrachtet werden. Hierzu betrachten
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2
wir den Restbruch — — . Fir diesen mussen wir eine Grenzwertbetrachtung fur 1 — 400
x
durchfiihren:
, 2
lim —— =0

r—+oo I

Je groéRer die Werte von 1 werden, desto mehr ndhert sich der Bruch dem Wert null an. Der Graph
der Funktion strebt also gegen die schiefe Asymptote y — = + 1.

schiefe Asymptote

In der obigen Grafik erkennst du deutlich, dass sich die Funktion an die schiefe Asymptote
y = x + 1 annahert.

Berechnen wir mittels pg-Formel die Nullstellen des Nenners, so erhalten wir ;7 = (0 und 25 =1
. Das Einsetzen in die Zahlerfunktion zeigt uns, dass fir 1, = 1 eine Definitionsliicke fir f(:g)
vorliegt, da die Z&hlerfunktion den Wert 2 annimmt. Fir x; = ( wird der Zahler 2, woraus hier

eine Polstelle fiir f(x) resultiert. Guckstu Grafik!

Asymptotische Kurve

Eine gebrochenrationale Funktion besitzt eine asymptotische Kurve, wenn der Zahlergrad um mehr als
1 grofer ist als der Nennergrad.
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¢ MERKE

asymptotische Kurve: Zahlergrad > Nennergrad + 1 (n=m + 1)

Das Vorgehen zu deren Berechnung enstpricht dem bei der schiefen Asymptote.

1.3.2.5 Grenzwerte gebrochenrationaler Funktionen

In diesem Abschnitt zeigen wir dir die Berechnung von Grenzwerten bei gebrochenrationalen
Funktionen. Méchten wir das Verhalten von Funktionen im Unendlichen herausfinden, missen wir die
beiden Falle  — +o00 und xr — —o0 betrachten:

¢ MERKE

" + ap 12+ ...+ a1z + ag
b™ + by 1x™ 1+ .+ bz + by

llmm—)—l—oo

@™ + ap 12 1+ ...+ aiz+ ag

s limgy_ o
T ™ 4+ by 2™ 4+ by + by

Fur die Berechnung der Grenzwerte vergleichen wir den Grad von Zahler . und Nenner 9, und

unterscheiden dann fir unsere Betrachtung von limw_>+oo und limx—>—oo die drei Falle:

e n<<m
* n=1m
T n>m

Grenzwert gegen plus unendlich

Die Funktion f(x) nimmtfir lim,_, ., die folgenden Grenzwerte an:

¢ MERKE

Liegt der Fall n > m vor, so mussen wir klaren, ob der Quotient aus den Leitkoeffizienten von
Qn

b,

Zahler- und Nennerpolynom gréRer oder kleiner als null ist:
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¢ MERKE

Grenzwert gegen minus unendlich

Die Funktion f(g;) nimmt fir [¢m,_, .. die folgenden Grenzwerte an:

¢ MERKE

Qn,
b
oder kleiner ist als null, ebenso darauf achten, ob die Zahlenwerte von 7, und 71 gerade oder
ungerade sind. Dazu kénnen wir zwei Falle unterscheiden:

Liegt der Fall n > 1 vor, so mussen wir neben zusatzlich zu unserer Betrachtung, ob groRer

MERKE

]

Fall1: n und m sind beide gerade oder beide ungerade:

MERKE

i

Fall2: n und m sind verschieden (also einmal gerade und einmal ungerade):

Beispiel 1: Grenzwert einer gebrochenrationalen Funktion

CUMENT S N TEST DOCUMENT SN TESTDOCUMENT = Document doesh’t fook right?- We'lthelpyou outh s N FESTDOCUMEN T N S TES T DOCUMENT = TES T DOCU
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2 _ —
Gegeben sei die Funktion f(x) — 2 L . Gegen welchen Wert

622 — 12z
konvergiert die Funktion fir - — 400 ?

Fur die obige Funktion gilt, dass der Zahlergrad und der Nenngrad gleich sind:

n=m

Sowohl fur minus als auch fur plus unendlich strebt die Funktion gegen:

) 2 1
Jm f@)=—=5=3

Dies kénnen wir einfach tberprifen, indem wir fiir 2z immer grof3ere Werte einsetzen:

X 1 10 100 1000

f(x) 2,0 0,350 0,3365 0,33367

Beispiel 2: Grenzwert einer gebrochenrationalen Funktion

27212

Gegeben sei die Funktion f(m)
623 — 8x

Gegen welchen Wert

konvergiert die Funktion fir o» — 400 ?

Fur die obige Funktion gilt, dass der Zahlegrad kleiner ist als der Nennergrad:

n<m

Sowohl fur minus als auch fur plus unendlich strebt die Funktion gegen:

lim f(z)=0

r—rFoo
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Dies kdnnen wir einfach Uberprifen, indem wir fir 2 immer grofRere Werte einsetzen:

X 1 10 100 1000

f(x) 5,0 0,032 0,0033 0,00033

Beispiel 3: Grenzwert einer gebrochenrationalen Funktion

228 12

—— "~ . Gegen welchen Wert
622 — 8x

Gegeben sei die Funktion f(x)

konvergiert die Funktion fur oo — 400 ?

Fur die obige Funktion gilt, dass der Zahlergrad gréRer ist als der Nennergrad:

n>m

Fall1: r — 400

ior qilt- i =
Hier gilt: xif_iloof(x) o0

Die Funktion strebt gegen unendlich. Wir missen noch unterscheiden, ob die Funktion gegen plus oder
minus unendlich strebt:

Anp,
— >0
b

Der Quotient der Leitkoeffizienten von Zahler und Nenner ist positiv. Die Funktion strebt somit gegen:

lim f(z) =400

r—+00

Fall2: r — —o0
Wir stellen fest, ob Zahler- und Nennergrad gerade oder ungerade sind:

n = 3 ungerade

m — 2 gerade
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Zahlergrad und Nennergrad sind verschieden. Wir wissen, dass der Quotient der Leitkoeffizienten
positiv ist:

an, 2 1
S ="=->0
b, 6
Daraus folgt:
lim f(z) =—c0

T—r—0Q

Die Funktion f(:(j) strebt fiir:

* 1 — -+00 gegen plus unendlich
« x — —00 gegen minus unendlich

14 Nichtrationale Funktionen

In den folgenden Kurstexten gehen wir auf die nichtrationalen Funktionen ein und zeigen Dir deren
Eigenschaften und stellen dir ihre Rechenregeln vor.

1.4.1 Wurzelfunktionen

Die Wurzelfunktion ist eine algebraische, jedoch nichtrationale Funktion. Sie ist die Umkehrfunktion
der Potenzfunktion.

Die allgemeine Form der Wurzelfunktion lautet:

¥ MERKE
allgemeine Wurzelfunktion: () = Vx = :E% |z € ]R(J)r und n € N

Wir bezeichnen

{/x als Wurzel, Radikal oder Radix,

n als Wurzelexponent und
2 als Radikand.

Das Radizieren mit dem Wurzelexponenten 71 hebt das Potenzieren mit dem Exponenten 1 auf.
Wenn wir eine Zahl 1 mit dem Wert 1, potenzieren und anschliefiend aus dem Ergebnis die n -te
Wourzel ziehen, erhalten wir wiederum die Zahl 1 .
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1
Wir kdnnen auch sagen, dass das Radizieren mit dem Wurzelexponenten 71 dem Potenzieren mit —
n

entspricht.

Wurzeln aus positiven Zahlen

Wie du eingangs gelesen hast, ist die Wurzelfunktion die Umkehrung der Potenzfunktion.
Potenzfunktionen mit geradzahligen Exponenten besitzen im Gegensatz zu Potenzfunktionen mit
ungeradzahligen Exponenten zwei Losungen.

geradzahlige Exponenten: x2 —0_syp=3und = —3

Vergleichen wir nun mit ungeradzahligen Exponenten, so sehen wir, dass bei
ungeradzahligen Exponenten nur eine Losung existiert.

($1)3:8—>.’E1:\7§:2
($2)3:—8—>l‘2:—\3/§:—2

Setzten wir bspw. X9 fiur X1 in die Gleichung fir 1 ein, so erhielten wir nicht
dasselbe Ergebnis:

(2)® #8
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Besitzt also die Potenzfunktion mit geradem Exponenten zwei méglichen Lésungen, steht jedoch die
Schreibweise mit dem Wurzelzeichen grundsatzlich fur die positive L6sung.

g
r = /9 — 3 Jedoch nicht —9 .

Daraus folgt allgemein fir Wurzeln positiver Zahlen mit geradzahligem Wurzelexponenten 21, :

¢ MERKE

2’n/x2n _ |x‘

Wurzeln aus negativen Zahlen

In vielen Schulblichern wird noch die Konvention verwendet, dass das Wurzelziehen nur flir positive
Radikanden definiert ist.

Geradzahlige Wurzelexponenten

Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten aus negativen Zahlen sind fiir relle Zahlen nicht definiert.
Erinnere dich an das Kapitel Komplexe Zahlen. Es existiert keine relle Zahl x , sodass .2 — _ 1

gilt. Daraus folgt, dass keine reelle Losung fir . — /_1 existiert. Aus diesem Grund sind die

komplexen Zahlen eingefihrt worden.

Ungeradzahlige Wurzelexponenten
Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten aus negativen Zahlen sind erlaubt.

Far Wurzeln negativer reller Zahlen mit ungeradem Wurzelexponenten gilt allgemein:

¢ MERKE

Die Zahl y € R ist diejenige Zahl Yy = 2”+\1/§ , fur die gilt:

2n-+1 —

y X

Weiterhin kdnnen wir fir oben genannte Wurzeln festlegen:
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2n+\1/__x — 2n+\]/§

Diese Festlegung ist wichtig, da die Schreibweise bspw. 3/ _8& undefiniert ist. (Boah, echt ey Leute,

fragt mich nicht warum, ich habe keine vernuinftige Formulierung gefunden, das misst ihr leider erstmal
so hinnehmen. [Anm. Axel])

Schreibe daher stets _— _{”/é anstatt 3 8!

Jedoch ist diese Festlegung mit einigen Eigenschaften der Wurzeln nicht vereinbar:

Den Ausdruck 9 — /8 — /8 konnten wir auch erweitert schreiben
als *%/ Q2 — /g2 .Dajedoch (—8)? = 64, folgt: /64 — 42! Dies

widerspricht der Lésung der Ausgangsgleichung.

Formulieren wir die Wurzelfunktion als f(x) — {”/E — I% ,

so funktioniert diese Festlegung ebenso nicht, da wir auch umformulieren kénnen in
1 1
f(@) = a% = cap(-log(x)).

Da der Logarithmus von negativen Zahlen nicht definiert ist, siehst du, dass in diesem Fall die
Festlegung nicht richtig ist.

Wurzelgesetze

Die Rechenregeln fur die Wurzelfunktionen ergeben sich direkt aus Regeln fir das Potenzieren.
Fur die Zahlen a und n, m, k \in \mathbb{N}
geltendie folgendenRegeln :< /p >< ul >< li > Produktregel :\sqrtinl{a} \cdot

\sart[n}{b} = \sqrt[n}{a \cdot b} < /li >< li > Quotientenregel : \frac{\sqrtin}{a}}{\sqrtin]{b}}

= \sqrt[n}{\frac{a}{b}} < /li >< li > gleicher Radikand :\sartim}{a} \cdot \sqrt[n}{a} =
a\frac{1}{m} + \frac{1}X{n}} = \sqrt[m \, \cdot \, n){a®{m + n}}
< Jli >< li > Iterationsregel(Verschachtelungsregel) : \sqrt{m}{\sqrt{n]{a}}
\sgrtfm \, \cdot \, n[a} a*{\frac{kin}} = \sqrtin{a”k} = (\sqrt[n]{a})*k a”{- \frac{k}{n}}
\frac{1H{a\frac{k}{n}}}$
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1.4.2 Exponentialfunktionen

1.4.21 Die allgemeine Exponentialfunktion

Die allgemeine Exponentialfunktion ist definiert durch:

y=f(r)=a"mtVaeR [a#1udVzreRVC

Eine besondere Exponentialfunktion ist die natiirliche Exponentialfunktion f (;g) = ¢”, die wir als

e-Funktion bezeichnen, also die Exponentialfunktion mit der eulerschen Zahl ¢ = 2, 718282...

als Basis. Diese hat gegenuber anderen Exponentialfunktionen besondere Eigenschaften. Ihr widmen
wir uns im nachsten Kurstext. Wichtig fur dich zu wissen ist, dass mit ihrer Hilfe unter Verwendung
des natirlichen Logarithmus' sich jede Exponentialfunktion zur Basis e umwandeln lasst. Aus

a = ¢na folgt:

¢ MERKE

Kleine Erinnerung: Das Zeichen := heil3t "wird per Definition gleichgesetzt."

Gegeben sei die Funktion f(x) = 57.
Fiir bspw. 7 = 2 ergibtsich: f(2) = 52 — 925

Mit 0. g. Formel ergibt sich mit oz = 21 f(2) = g2 nd — 95

Eigenschaften und Grenzwerte der allgemeinen Exponentialfunktion

Faralle g > 1 gqilt:

* Die Funktion ist streng monton wachsend.

. lim a®*=+o00c yng lim a®* =0
T—>+00 r——00

Firalle ) < g < 1 gilt:
» Die Funktion ist streng monton fallend.
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. lim a*=0 yng lim a® = +o0
T—>+400 T——00

Rechenregeln

Die oben erwdhnte Umwandlung jeder beliebigen Exponentialfunktion in die e-Funktion funktioniert
naturlich auch mit beliebigen anderen Werten }, als neue Basis:

a® = bx~logb(a)
Die folgenden Rechenvorschriften gelten firalle g > 1 undalle y ¢ CV R :

M o™ =a” - a¥

1.4.2.2 Die e-Funktion

Die naturliche Exponentialfunktion oder e-Funktion lautet:

flw)=e

Die Zahl e = 2, 718281828459... wird Eulersche Zahl genannt. Sie ist durch folgende
Grenzwertberechnung definiert:

1
lim (14 —)" = 2, 718281828459...

n—oo n

Die Exponentialfunktion kdénnen wir auf verschiedene Weise darstellen. Wir kdénnen sie als
Potenzreihe definieren, die sogenannte Exponentialreihe:
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¢ MERKE
e-Funktion als Exponentialreihe:
2 2173 4 co "
=ltot+rtgt+pto= ZO —
n=

Wir kénnen sie jedoch auch als Grenzwert einer Folge mit 7, € N definieren:

¥  MERKE

e-Funktion als Grenzwertbetrachtung: ¢* = lim (1 4 )n
n—0o0

Eigenschaften und Grenzwerte der e-Funktion

+ Die e-Funktion ist streng monoton steigend und besitzt fir 3; € [R keine Nullstellen.

* Grenzwerte:

lim = lime * =0
T—r—00 r—0o0

+ Die Ableitung von f(x) = €® ergibt wieder ¢*

g

Ableitung der e-Funktion: (e”)
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-3 -2 -1 u} 1 2 E|

e-Funktionen

Weitere Grenzwerte

Die e-Funktion steigt im Unendlichen starker als jede noch so gro3e Potenzfunktion. Der Quotient aus
beiden Funktionen geht je nachdem ob die E-Funktion im Zahler oder Nenner steht, geht entweder
gegen null oder gegen Unendlich.

"
lim — =0 mtneN
r—o00 et

eT
lim — =00 Mt p e N
z—oo T
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Rechenregeln

Die Rechenregeln fur die allgemeinen Exponentialfunktionen gelten auch fir die e-Funktion:

(1) ™ = ¢” . e

1.4.3 Logarithmusfunktionen

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Ihr Name leitet sich von
den griechischen Woértern I6gos = "Verstandnis, Lehre" und arithmés = "Zahl" ab. Schon vor Christi
Geburt sind entsprechende Berechnungen belegt. Die Bezeichnung Logarithmus wurde von John
Napier zu Beginn des 17. Jahrhunderts eingeflihrt.

Einfuhrung in den Logarithmus als Umkehrung der Exponentialfunktion

Als Umkehrfunktion der allgemeinen Exponentialfunktion bezeichnet der Logarithmus einer Zahl den
Exponenten, mit dem ein vorher festglegter Zahlenwert (Basis) potenziert werden muss, um die
festgelegte Zahl zu erhalten.

Anders ausgedruckt: Das positive reelle 1 als Potenz zur Basis } wird als die Zahl formuliert, die
die Gleichung

b ==«
I8st. Der Logarithmus ist ihr Exponent
y = logy(z)-

Setzen wir beide Terme ineinander ein, so kdnnen wir die Definition des Logarithmus' mit folgenden
Gleichungen wiedergeben:

B = blon®) = 4

logy(z) = logy(bY) =y

Wie schon erwahnt, heifdt }, die Basis des Logarithmus'. Wir nennen x das Argument des
Logarithmus'.
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g

Gegeben sei die Gleichung [0g3(z) = 7 . Berechne bitte !

Wir suchen also das Argument 1 und sehen, dass die 7 der Exponent zur Zahl 3 ist,um x zu
erhalten. Wir kénnen auch schreiben:

3"=12 — 1 =2187 = 7 = logs(2187)

g

Gegeben sei die Gleichung 27 — 3¥ . Berechne bitte Y !

Wir suchen den Wert Y (Exponent), mit dem wir die Basis 3 potenzieren missen, um das
Argument p — 27 zu erhalten.

27 =3 =398C0 — gy =1logs(27) =3 = 27 =3°

Die Eigenschaften und Grenzwerte der allgemeinen Logarithmusfunktion

Logarithmusfunktionen haben eine grofle Bedeutung in der Wissenschaft, da mit ihnen sehr stark
wachsende Zahlenreihen bersichtlich dargestellt werden kénnen. Als allgemeine Logarithmusfunktion
zur Basis } bezeichnen wir die Funktion, die bei gegebener fester Basis } jedem Argument x

ihren Logarithmus zuordnet:

¢ MERKE

aligemeine Logarithmusfunktion: f(z) = log,(z)

Die Logarithmusfunktionen sind nur flr positive reelle Zahlen sowie fir alle positive Basen aufler ]
definiert:

¢ MERKE

reRT ud b e R |b#£1
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Moéchten wir das Monotonieverhalten der allgemeinen Logarithmusfunktion bestimmen, missen wir
darauf achten, ob die Basis zwischen () und ] liegt oder groRRer als 1 ist.

Faralle p > 1 gilt:

Die Funktion ist streng monoton wachsend.

lim logy(z) = 400 und lim a® = —c0
r——+00 x—0

Far hg(l) logb(x) ist die Y -Achse (negativer Teil) eine senkrechte Asymptote.
x

Faralle ) < p < 1 gilt:

Die Funktion ist streng monton fallend.

lim logy(x) = —00 ynd lim a® = o0
T—r+00 x—0

Far lig(l) logb(x) ist die Y -Achse (positiver Teil) eine senkrechte Asymptote.
T

Rechenregeln

(1) logy(z") =1 -logy(z) |r € R
@) logy(x - y) = logy(x) + logy(y)

x
(3) lOQb(; = logy(x) — logs(y)

1
@ logy(=) = logi(x~") = —logy(x)
x
o )
5) logy(=) = —logy(Z
(5) Ogb(y) ogs( ")
(6) Wir kirzen aus der Summe (i + y) das x aus und erhalten: = +y = (1 + g)
X
—> logy(x + y) = logy(x) + logy(1 + %)
(7) Wurzeln sind nichts anderes als Potenzen mit gebrochenem Exponenten:

1 1
= logy(V/x) = logy(zn) = - logy()

Logarithmusfunktionen zu speziellen Basen

In Mathematik und Technik werden haufig Logarithmusfunktionen zu speziellen Basen angewendet:
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f(;g) — logg(x) = lb(x) bin&rer Logarithmus, Logarithmus zur Basis 92

—— Anwendung in der Informatik im Bindrsystem

f(x) = l0910(35) = lg(x) dekadischer Logarithmus oder Briggscher Logarithmus; Logarithmus

zur Basis 1()

—— Anwendung bei numerischen Rechnungen im Dezimalsystem

f(x) = loge(x) = ln(x) natlrlicher Logarithmus oder Logarithmus naturalis; Logarithmus zur

Basis e (eulersche Zahl)
—— Anwendung im Zusammenhang mit Exponentialfunktionen

Basisumrechnung

Die meisten gangigen Taschenrechner kdnnen nur den dekadischen und den natirlichen Logarithmus
einer Zahl bestimmen. Mdchtest du den Logarithmus einer beliebigen Zahl berechnen, musst du die
Basisumrechnung beherrschen.

Méochtest du etwas beherrschen, dann reicht es nicht, diese Sache ein Mal richtig
zu machen.

Du beherrschst eine Sache erst, wenn du sie nicht mehr falsch machen kannst!

Die Gleichung y = [og;(x) formen wir um in:

— b0 =z

Wir logarithmieren beide Seiten mit einer beliebigen Basis ¢ —— loga :
— loga(b") = loga(x)

— yloga(b) = loga(z)

B loga(T)
“Y= l0ga(D)

Wir sehen somit, dass sich die Logarithmen zu verschiedenen Basen nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden. Zur Basisumrechnung verwenden wir also diesen Zusammenhang:
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¢ MERKE

Basisumrechnung: logb(x) M

~ loga(b)

g

Gegeben sei die Funktion 15(0) = 5% . Berechne x!

Berechnung mit Hilfe der Basis ]() :

»— 18U50) 3,1133
lg(5)

Berechnung mit Hilfe der Basis e :

_In(150)

= ~ 3,1133
T ) Y

144  Trigonometrische Funktionen

Trigonometrische Funktionen (gr. trigonon = Dreieck, gr. metron = MaR), auch Winkelfunktionen
genannt, dienen in der Mathematik zur Berechnung der Zusammenhange zwischen Winkeln und
Seitenverhéltinissen. In den Naturwissenschaften dienen sie als fundamentale Funktionen zur
Berechnung periodischer Vorgange.

Die wichtigen trigonometrischen Funktionen sind:

+ Sinusfunktion: f(x) = sin(x)

» Kosinusfunktion: f(x) = cos(x)

« Tangensfunktion: =1 =
g f(x) = tan(x) cos(2)
sowie deren Kehrwerte:
1
* Kosekansfunktion: f(m) = CSC(:U) = — — Kehrwertfunktion der
sin(x)

Sinusfunktion
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. 1 .
+ Sekansfunktion: f(:c) = SGC(SIL’) = — Kehrwertfunktion der
cos(x)
Kosinusfunktion
, 1 cos(x) ,
+ Kotangensfunktion f(q;) — COt([L‘) = = s Kehrwertfunktion der

~ tan(x)  sin(w)
Tangensfunktion

Bitte verwechsle nicht eine Kehrwertfunktion mit einer Umkehrfunktion!

Der Kehrwert ist das Reziproke des Ausgangswertes, eine Kehrwertfunktion
entsprechend die reziproke Funktion zur Ausgangsfunktion:

1

— f(x) = sin(z) = k(z) = 5in(z)

= csc(x)

Bei einer Umkehrfunktion sind Ziel- und Definitionsmenge gegeniiber der
umkehrbaren Ausgangsfunktion vertauscht:

— f(x) =sin=f

Winkelfunktionen am Einheitskreis

In friheren Zeiten waren die trigonometrischen Funktionen nur fir Winkel von bis definiert, da sie
nur die Seitenverhaltnisse in rechtwinkligen Dreiecken betrachteten.

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seiten @, ) und ¢ sowie den
Winkeln o, ﬁ und 7y . Die Seite a liegt gegenuber «, ) gegenlber 5
und ¢ gegeniber 7 .

Gegenkathetevona  a

— sino = — =
Hypothenuse c

Du erinnerst aus der Schule...

Wir kdnnen jedoch den Definitionsbereich der Winkelfunktionen erweitern, indem wir sie als Sekanten-
und Tangentenabschnitte am Einheitskreis (ein Kreis mit dem Zentrum im Koordinatenursprung mit
Radius ] ) berechnen. So sind uns nicht nur alle Winkel bis , sondern auch negative Winkel

zuganglich.
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Sekanten- und Tangentenabschnitte am Einheitskreis

Berechnung am Einheitskreis:

¢ MERKE
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In den weiteren Kurstexten werden wir uns nur mit den wichtigen
trigonometrischen Funktionen wie der Sinus-, der Kosinus-, der Tangens- sowie
der Kotangensfunktion befassen.

Berechnung eines Punktes auf dem Einheitskreis

Zu jedem Winkel «v zwischen und gehoért ein Punkt [ auf dem Einheitskreis mit den

Koordinaten (x, y) )

Welche Koordinaten besitzt der Punkt auf dem Einheitskreis wenn ist?

Die Koordinaten des Punktes lauten: P (0, 87|0, 5)
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P=(0.87, 0.5)

sh(30°) = 0.5

30° |
: 0. . 0. . f 0.4 0.6 I 12

cos(30°) = 0,87

Berechnung eines Punktes auf dem Einheitskreis

1.4.41 Das BogenmaR und Eigenschaften der trigonomterischen Funktionen

Die Quadranten des Einheitskreises

¢  MERKE

Das Koordinatensystem unterteilt den Einheitskreis in vier Quadranten:

T
Quadrantl: 0 < a@ < §

T
Quadrant Il: 5 <a<T

Quadrantlll: 7 < o < §7“'
2

Quadrant IV: gﬂ' <a<?2m
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Quadranten des Einheitskreises

Winkel die im Uhrzeigersinn Uberstrichen werden, sind negativ, Winkel die
gegen den Uhrzeigersinn Uberstrichen werden positiv.

Das BogenmaR mit der Einheit Radiant

Fir die Betrachtungen am Einheitskreis verwenden wir nicht fir einen Winkel nicht die Einheit Grad
(), welche wir fiir gewohnlich zur Winkelberechnung benutzen. Am Einheitskreis verwenden wir zur

Angabe eines Winkels das BogenmaR mit der Einheit Radiant ( - ), bei dem der Winkel durch
die Lange des entsprechenden Kreisbogens des Einheitskreises angegeben wird. Die Lange des
Kreisbogens [ ;- p ist proportional dem Radius [, des Kreises. Die Dimension der Einheits ¢/

ist 1, da wir die Lange des Kreisbogens durch die Lange des Radius' teilen:
LKB
L,

Aus diesem Grund kdnnen wir auf das Anhangen der Einheit zur Beschreibung des Winkels in
Berechnungen verzichten.

=1

rad =
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Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius » — 3 ¢m - Ein Winkel von einem ¢,
entspricht auf dem Kreis einem Bogen der Lange von 3 ¢y -

a=1rad

Winkel = 1 rad

Ein Vollkreis besitzt den Umfang [/ von [J = 2 7 . Dementsprechend betragt der Vollwinkel

w=2mrad -

Vorzeichen der trigonometrischen Funktionen

In den vier Quadranten haben die trigonometrischen Funktionen folgende Vorzeichen:
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Quadrant sin cos tan cot
| + + + +
Il + - - -
] - - + +
v - + - -

sin(a)= Abschnitt auf der ¥ -Achse:

Alle Punkte auf dem Einheitskreis mit positiven Y -Wert befinden sich oberhalb der x -Achse. Somit

sind die Sinuswerte im I. und Il. Quadranten ( ) positiv. Im Ill. und IV. Quadranten ( ), also unterhalb
der x -Achse, sind die Sinuswerte negativ.

cos(a)= Abschnitt auf der 2 -Achse:

Alle Punkte auf dem Einheitskreis mit positiven x -Werten befinden sich auf der rechten Seite der Y
-Achse. Somit sind die Kosinuswerte im I. und IV. Quadranten ( ) positiv. Alle x -Werte links von der
1 -Achse sind hingegen negativ, weshalb im Il. und lll. Quadranten ( ) die Kosinuswerte negativ sind.

sin(a) = gy -Wert: Alle Punkte auf dem Einheitskreis mit positiven ¥ -Wert befinden sich oberhalb

der x -Achse. Somit sind der Sinuswert im |. und Il. Quadranten positiv ist, hingegen ist der Sinuswert
im 1ll. und IV. Quadranten, also unterhalb der x -Achse, negativ.

tan(a) = sin(a) :

cos(a)
Im I. Quadranten sind die Tangenswerte positiv, da Sinus und Kosinus beide positiv sind:
tan(a) = (i—l—) = (+). Im Il. Quadranten ist: tan(a) = % = (—) im lll. Quadranten:
tan(a) = = (+) undim IV. Quadranten: tan(a) = @ =(—).

=) (+)

cos(a)

—~

~~

~~

cot(e) = sin(a)

Da die Kotangensfunktion die Kehrwertfunktion der Tangensfunktion ist, sind die Vorzeichen in den
jeweiligen Quadranten die gleichen wie die der Tangensfunktion.

Eigenschaften und Grenzwerte der trigonometrischen Funktionen

In der folgenden Tabelle sind die grundlegenden Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen
aufgeflhrt:
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sinx coSsX tanx cotx
Definitionsbereich
D f R R Rizlz=n/2+kr Rz|lx=knr
Wertebereich W
7 [—1,1] [—1,1] R R
Nullistellen X km 7T/2 + km km 7T/2 + k7
Pole - - T/2+ km ke
Extrema Tg /2 + km km - -
Wendepunkte
Ty km T/2 + kT km /24 km
Asymptoten - - y=m/2+kn y=km

1.4.4.2 Beziehungen trigonometrischer Funktionen

Zwischen den trigonometrischen Funktionen bestehen enge rechnerische Beziehung. Eine Funktion
wulrde schon ausreichen, um jedwedes trigonometrische Problem zu berechnen. Zur Vereinfachung
kénnen jedoch mehrere verschiedene Kreisfunktionen verwendet werden. Falls es die Rechnung
erfordert, kdnnen diese auch in einander tUberfihrt werden. Im Folgenden stellen wir dir die wichtigsten
Beziehungen kurz vor.

Komplementbeziehungen

Wir kdnnen mit den Komplementbeziehungen in einem rechtwinkligen Dreieck den Sinus, Kosinus,
Tangens usw. eines unbekannten Winkels 3 mit Hilfe eines bekannten Winkels < bestimmen.

Die Komplementbeziehungen (/at. komplementum = Abschluss) bezeichnen die Beziehungen zweier
Winkel, die addiert ergeben:

Ziehen wir in einem rechtwinkligen Dreieck den rechten Winkel von der Innenwinkelsumme eines
Dreiecks von ab, so sehen wir, dass die beiden anderen Winkel im rechtwinkligen Dreieck in ihrer

Summe ergeben:

Daraus ergibt sich:

Somit kénnen wir 5 in den folgenden Betrachtungen durch ersetzen, wie Du auch in der folgenden

Abbildung erkennen kannst.

Die Komplementbeziehungen kénnen wir uns bildlich vor Augen fuhren, indem wir die Innenwinkel und

Document doesn't look right? We'll help you out!
o€elIle 0o von 7o


https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301942?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks betrachten.

™

a

rechtwinkliges Dreieck

Somit gilt fur die Innenwinkelsumme:

Den Sinus anwenden ergibt:

_ Gegenkathete
"~ Hypothenuse

sin(«)

)
h

Genauso gilt fir den Kosinus:

(a) Ankathete a
cos(a) = = -
Hypothenuse  h

Fur Tangens und Cotangens folgt:

sin(a) cos(a)

— tan(a) = und cot(ar) =

cos(a) sin(o)
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Der Defintionsbereich von Tangens- und Kotangensfunktion ist eingeschrankt, wie du in der Tabelle
am Ende des vorigen Kurstextes sehen kannst. Im GradmaR sind alle ganzzahligen Vielfachen eines
rechten Winkels nicht definiert.

Supplementbeziehungen

Supplementbeziehungen (lat. supplementum = Ergdnzung) bezeichnen die Beziehungen zweier
Winkel, die addiert ergeben:

Wir kénnen analog fur die Komplementbeziehungen, folgende Gleichungen aufstellen:

Daraus folgt:

Wir kdnnen die Supplementbeziehungen sehr leicht am Verlauf der Sinus- und Kosinuskurven in einem
Koordinatensystem herleiten oder am Einheitskreis nachvollziehen:

HIER EIN BILD REIN, WO DER INHALT DER FOLGENDEN GLEICHUNGEN GRAFISCH
DARGESTELLT WIRD!!! (Am besten ein 2geteiltes, wo einmal bestimmte Werte fir sin und cos und
einmal fUr tan und cot jeweils in einem Koordinatensystem eingezeichnet sind sowie als einfache
Variante sin und cos am Einheitskreis dargestellt sind.)

Quadrantenbeziehungen

Komplement- und Supplementbeziehungen gehéren zu den sogenannten Quadrantenbeziehungen,
mit denen wir die Berechnung jedes beliebigen Winkelfunktionswertes auf die Berechnung eines
Winkelfunktionswertes zwischen und zurlickfilhren konnen. Du kannst am Einheitskreis wie flr

die Bestimmung der Supplementbeziehungen in gleicher Weise ¢ von , und abziehen oder zu
diesen Winkeln addieren.

BEISPIELBILD EINHEITSKREIS: Da dann ein beliebiges alpha zu 90, 180, 270 und 360 Grad addieren
und dann die entsprechenden Sinus und Kosinuswerte (ginge auch firr tan und cot, reicht aber der
Einfachheit halber mit sin und cos farblich hervorheben.

In den folgenden zwei Tabellen haben wir die sogenannten Reduktionsformeln der
Quadrantenbeziehungen aufgefiihrt:
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stno +coso +sinao —CoSQ —Ssino
CoSQ +sino —CoSw —S1nQa “+cosa
tana +coto —tana +coto —tana
cota +tana —cota +tana —coto
stno +cosa —sino —CosQ +sino
CoOS —Sino —Cosx +sino +cosa
tana —cota +tana —cota +tana
coto —tana +coto —tana “+coto
Grundbeziehungen

In Formelsammlungen findest du viele Rechenregeln zum Umrechnen der trigonometrischen
Funktionen. Einige Wichtige stellen wir dir kurz vor und benutzen hier die Schreibweise im Bogenmal,
da dieses in den meisten Berechnungen Verwendung findet.

» Eine wichtige Umrechnungsformel ist der trigonometrische Pythagoras.

¢ MERKE

Trigonometrischer Pythagoras: sinz(:c) + cos? (r)=1, z€R

Teilen wir die Formel des trigonometrischen Pythagoras durch gjn2 (:B) oder 0052(:1:) , o erhalten

wir:

sin*(z) cos*(x) 1 - sin?(x) N cos*(z) 1

sin?(x) = sin?(x)  sin2(x)  cos (z)  cos?(x)  cos?(z)
2 1 2 1

1+ cot?(z) = —— bzw. 1+ tan®(z) =

sin?(z) cos?(x)

+ Da Tangens und Cotangens Umkehrfunktionen voneinander sind, ist ihr Produkt gleich 1 .
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= tan(x) - cot(x) =1, x€R|x7ék-g,k€Z

* Mochten wir die Summe aus Sinus und Kosinus quadrieren, so wenden wir eine binomische
Formel an:

[sin(z) £ cos(x)]* = sin®(x) + 2 sin(x) cos(x) + cos*(z)

Aus dem trigonometrischen Pythagoras folgt:

sin®(z) + cos®(x) + 2 sin(z) cos(x) = 1 + 2 sin(z) cos(x)

- Wir setzen in dem Additionstheorem sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x)
die beiden Winkel x und Y gleich:

r=y — r+y=~20
Wir sehen, dass:

sin(2z) = sin(x) cos(x) + sin(x) cos(x) = 2 - sin(x) cos(x)

Nun ersetzen wir in der Formel den Term 2 sm(x) cos (x) . FUr Addition bzw. Subtraktion resultiert

die folgende Formel:

¢ MERKE

[sin(z) £ cos(x)]? =1+ sin(22), z€R

1443 Rechenoperationen trigonometrischer Funktionen

Es existieren noch weitere Rechenregeln fiir den Umgang mit trigonometrischen Funktionen. Folgende
sind besonders wichtig:

+ Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus, bspw. sin(x + y)

* Regeln fir Summen und Differenzen von trigonometrischen Funktionen, bspw.
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sin(x) + cos(y)
* Regeln fir Produkte und Quotienten von trigonometrischen Funktionen, bspw.
sin(x) - cos(y)

* Regeln fir Potenzen von trigonometrischen Funktionen, bspw. 3@'7@2 (x)

Im Folgenden stellen wir nur die Additionstheoreme und die Summen und Differenzen von
trigonometrischen Funktionen vor. Im Ingenieursstudium muissen bei Bedarf jedoch auch Regeln fir
die Produkte, Quotienten und Potenzen der trigonometrischen Funktionen angewandt werden. Diese
findest du in umfangreichen Formelsammlungen in Formelblichern oder im Internet.

1.4.4.31 Additionstheoreme trigonometrischer Funktionen

Additionstheoreme

sin(x £ y) = sinx cosy £ cosz siny
cos(x + y) = cosx cosy F sinx siny

tanx £ tany  sin(r £ y)
1 F tanxztany  cos(x £ y)

tan(x ty) =

Ha + ) cotrcoty F 1  cos(x £+ y)
cot(x = =
Y cotr =+ coty sin(x + y

~—

1.4.4.3.2 Summen und Differenzen trigonometrischer Funktionen

Aus den im vorherigen Abschnitt aufgefiihrten Additionstheoremen lassen sich Funktionen ableiten,
die es ermoglichen die Summe bzw. Differenzen aus zwei trigonometrischen Funktionen als Produkt
darzustellen:

+
sina £ sinf = 2$ing ﬁcosa il

2 2

o+
cosa + cosf3 = 2 cos ﬁcos

cosa — cosfp = —2 sin 53m

1.4.5 Hyperbelfunktionen

Hyperbelfunktionen beziehen sich im Gegensatz zu trigonometrischen Funktionen, die am
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Einheitskreis mit der Formel -2 + y2 — 1 definiert sind, auf analoge Strecken an der gleichseitigen

Hyperbel mit der Formel xQ — y2 =1.

Es existieren sechs Hyperbelfunktionen

+ Sinus Hyperbolicus ( abgekiirzt sinh),
+ Kosinus Hyperbolicus (cosh),

+ Tangens Hyperbolicus (tanh),

» Kotangens Hyperbolicus (coth),

» Sekans Hyperbolicus (sech),

» und Kosekans Hyperbolicus (csch).

Die ersten drei Funktionen, also Sinus Hyperbolicus, Kosinus Hyperbolicus und Tangens Hyperbolicus,
sind fur alle komplexen Zahlen definiert und sind in jedem Punkt komplex differenzierbar. Die restlichen
drei Hyperbelfunktionen haben hingegen Pole auf der imaginaren Achse.

Die Definition von sinh , cosh s tanh und coth verfolgt durch

x —Zx

) e’ —e
sinh = :=
2
et +e "
cosh v == ——
2
Dabei sind ginhz und cothx ungerade Funktionen (zB. sinh (—x) = —sinh x) und

cosh z eine gerade Funktion ( cosh (—x) — cosh x )

Jede Gleichung mit einer oder mehrerer trigonometrischer Funktionen Iasst sich
in eine Gleichung mit Hyperbelfunktionen Ubertragen, indem man

cos x — cosh x und sin x — sinh x ersetzt.

Additionsterme der Hyperbelfunktionen

Hieraus folgen:

cosh’?z —sinh?z = 1
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cosh 22 = cosh? z + sinh® z -
9 1

cosh” z = 5(1 + cosh 2x) »

sinh 22 = 2sinh 2 cosh z

1
und sinh? z = —5(1 — cosh 2zx) -

Area-Funktionen (Umkehrfunktion)

Auch fir die Hyperbelfunktionen existieren inverse Funktionen (Umkehrfunktionen), diese werden als
Area-Funktionen bezeichnet.

Man unterscheidet arcosh x,arsinh x,artanh x und grecoth x -

Wenn man bedenkt, dass Hyperbelfunktionen durch die e-Funktion definiert sind, ist es nur logisch,
dass sich Area-Funktionen durch In-Funktionen ausdriicken lassen.

arcosh x = In(x + vVa? —1) fir x > 1,
arsinh x = In(z + va?2 +1) fir z € R

1.1

artanh © = ~In—" fir lz| < 1
2 11—
1 1 ..

arcoth x = §lnx+1 far || > 1
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1 Differentialrechnung

1.1 Ableitungen

Ableitungen sind ein wichtiges Instrument zur Beschreibung von zeitlich veranderlichen GrofRen wie Ort
oder Geschwindigkeit. Speziell in zwei- oder mehrdimensionalen Koordinatensystemen kann mittels
Ableitungen bestimmt werden ob ein Graph steigt oder fallt. Aullerdem kdnnen Sattelpunkte,
Wendepunkte sowie Hoch- und Tiefpunkte bestimmt werden.

e
I
a1}
o

10

Funktionen mit Steigung, Sattelpunkt, Hochpunkt und Tiefpunkt

In der obigen Abbildung sind drei Graphen eingezeichnet. Der Graph fallt zuerst, erreicht bei (0;3)
seinen Tiefpunkt und steigt anschlieRend wieder. Der hlaue Graphen ist durch ein negatives

Vorzeichen gespiegelt und steigt somit zuerst, um dann nach Durchschreiten des Hochpunktes (0;0) zu
fallen. Der Graph steigt hingegen durchweg mit der Ausnahme eines Sattelpunktes im Punkt (0;0).

In diesem Kapitel wird auf die einzelnen Bereiche der Differentialrechnung eingegangen.

1.1.1 Ableitungen erster Ordnung

Ableitungen, bzw. Differentialquotienten, werden aus der Stammfunktion erzeugt. Die Ableitung
erster Ordnung gibt die Anderung der Stammfunktion an, d.h. sie gibt Auskunft iber die Steigung der
Funktionskurve.
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‘
Liegt eine Funktion f aufdemIntervall | C R undist x5 € [ ,soist f in
Lo

differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim f(z) = f(@o) = lim l[f(g; + h) — f(x)] existiertund

T—T0 T — Iy h—0 h

endlich ist. Diesen Grenzwert bezeichnet man mit oder

Ein allgemeines Beispiel flir eine Funktion mit einer Ableitung erster Ordnung ist
flx)=a-x24+b— f.

Die Funktion hat in jedem Punkt die gleiche Steigung. Also egal welchen 1 -Wert man betrachtet, die
Funktion hat an jeder Stelle die Steigung a .

Beweis

f

f
f
f
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fix)=2x +3

fix)=2

Funktion mit konstanter Steigung

Die Funktion f(;g) —ar’4+b— f hingegen hat die Steigung 2qz . Das bedeutet, dass die

Funktion fur verschiedene 1 -Werte auch eine unterschiedliche Steigung aufweist.

Beweis

G N
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Funktion mit unterschiedlicher Steigung

In der obigen Grafik ist deutlich zu sehen, dass die Steigung in den einzelnen Punkten unterschiedlich
ist. Zur Verdeutlichung wurde eine Tangente eingefiigt, welche die gleiche Steigung wie der Punkt
xr = ] Dbesitzt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die anderen Punkte eine andere Steigung

aufweisen.

Die in der obigen Grafik eingezeichnete Tangente liegt im Punkt - — 1 und weist dieselbe Steigung

auf wie die Funktion in diesem Punkt. Fir jeden Punkt auf der Funktion kann eine solche Tangente
approximiert werden.

¢ MERKE

Beim Ableiten wird die Funktion linearisiert, d.h. durch eine einfachere Funktion,
namlich eine Gerade (lineare Funktion), ersetzt. Bei dieser Gerade handelt es sich
um die Tangente im Ableitungspunkt.

Allgemeine Bestimmung der Tangente

g

Bei I¢ handelt es sich um den betrachteten Punkt, fur welchen die Tangente bestimmt werden soll.
Diese weist dieselbe Steigung auf, wie die Funktion in diesem Punkt Z .

Im obigen Fall fir o = 1:
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g(z) =5+4(x—1)

g(x) = 4x + 1 Tangente im Punkt 7 — 1 mit derselben Steigung wie die Funktion in diesem
Punkt

Wiederholung: Die Ableitung 1. Ordnung fiir Funktionen mit Exponenten sieht wie
folgt aus

f@)=a"—f.

g

Differenziere folgende Stammfunktion

fx)y=5-2*+3-2°+9-22+9

Hierbei wird der bisherige Wert des Exponenten mit dem Faktor vor der Variablen x multipliziert und
der Exponent um den Wert Eins reduziert. Terme ohne Variable fallen, wie bereits erwahnt, weg.

¢ MERKE

Setzt man die 1. Ableitung gleich Null und I6st diese nach x auf, so erhalt

man die Extrempunkte bzw. Wendepunkte der Funktion. Um diese jedoch genau
bestimmen zu kénnen, bendétigt man die nachst hohere Ableitung.

1.1.2  Ableitungen héherer Ordnung

Existiert eine differenzierbare Funktion f(g[j) und besitzt diese zudem eine differenzierbare Ableitung

f , SO ist f zweimal differenzierbar.

Die 2. Ableitung schreibt sich  f

Ist die Funktion f(”) mehrfach differenzierbar, so spricht man von der 7 -ten Ableitung von f .
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g

Man berechne die 2. Ableitung von  f () = 22 + 322

Man erhalt in 2 Schritten:

I — f

n— f

Die Vorgehensweise des Differenzierens ist identisch mit der Ableitung erster Ordnung und kann fur
eine Funktion 71 -ten Grades n-mal durchgefiihrt werden.

Krimmungsverhalten

Die 2. Ableitung bestimmt das Kriimmungsverhalten der Stammfunktion f(x) an der Stelle

X . Ist die Krimmung positiv, so handelt es sich um eine "Links-Kurve" und ist sie negativ um eine
"Rechts-Kurve".

¥ MERKE

Eine Funktion f heiRt linksgekrimmt wenn f %200' border="0'/> und

rechtsgekrimmt wenn  f .

Rechiskriimmung

2

Linkskritmmung
15

05

Krimmungsverhalten
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In der obigen Grafik ist zu erkennen, dass fir alle Werte 1 < —1 eine Rechtskrimmung vorliegt,
also und fur alle Werte - >~ —1 eine Linkskrimmung vorliegt, also f“(gj) >(0.Bei r = —1]

geht die Funktion von einer Rechtskrimmung in eine Linkskrimmung ber. Diesem Punkt nennt man
Wendepunkt.

1.2  Wendepunkte

Ein Wendepunkt ist der Punkt (gj, y) an dem der Funktionsgraph sein Krimmungsverhalten andert.

Der Graph wechselt hier entweder von einer Linkskurve in eine Rechtskurve oder umgekehrt. Dieser
Wechsel wird auch Bogenwechsel genannt.

Einen Wendepunkt bestimmt man, indem man die 2. Ableitung gleich Null setzt und nach x auflést.
Den sich ergebenden x -Wert setzt man in die 3. Ableitung  ein:

Fir einen Wendepunkt an der Stelle x gilt stets:

+ Ist  dann wechselt der Graph seine Krimmung von rechts nach links
o st dann wechselt der Graph seine Krimmung von links nach rechts.

Gegeben sei die Funktion  f(z) = 3 — 622+ 2.

— x =2
. Wendepunkt

Da f wechselt der Graph seine Krimmung von rechts nach links.

Der Wendepunkt istbei  f(2) = —12.
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Wechsel von Rechiskriimmung

nach Linkskritmmung

W=1(2-12)

=20

=25

Wendepunkt

Wendetangente

Eine Wendetangente ist eine Tangente, welche durch den Wendepunkt geht. Das bedeutet, dass
eine Wendetangente die gleiche Steigung aufweist, wie der Funktionsgraph im Wendepunkt. Die

Wendetangente g(m) wird folgendermalen berechnet:

mit:
g = I -Wert des Wendepunktes

erste Ableitung der Funktion f im Punkt *g — Steigung

f(xo) = Funktionswert im Punkt Zgo

Gegeben sei die oben angebene Funktion f(r) = 2% — 622 + 2 mitdem

Wendepunkt z( = 2.

.’L’OZQ
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Einsetzen des Wendepunktes in die Ausgangsfunktion:

flrg=2)=2>-6-22+2-2

f(l‘o) = —12

Einsetzen in die Tangentenfunktion:

g(x) = —=10(x — 2) — 12

g(x)=-10x+8
f{x) = x* - Gt + 2%
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In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass die Wendetangente durch den Wendepunkt geht.
1.3

Diese hat also genau die Steigung wie der Funktionsgraph im Punkt (2, —12).

Extremwerte

(3)

... __2._ In'l
1 -
N, ..__,."
0
) T T T T
3 2 ] 0 1 2
-1
Extremwerte

. f(g:) hat bei (1) ein Maximum. Es handelt sich hierbei um ein globales (absolutes)
Maximum, denn das Maximum stellt den hochsten Punkt der Funktion dar.

. f(x) hat bei (2) ein lokales (relatives) Minimum, denn es handelt sich um den tiefsten
Punkt in diesem Bereich, allerdings nicht um den tiefsten Punkt der Funktion.

. f(x) hat bei (3) ein lokales (relatives) Maximum.

© f(2)

hat bei (4) ein Minimum. Das Minimum bei (4) stellt den tiefsten Punkt der
kompletten Funktion dar. Damit handelt es sich hier um ein globales (absolutes) Minimum.
+ f(x) hatbei(5) ein lokales (relatives) Maximum.
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¢ MERKE

Ein Maximum ist immer dann vorhanden, wenn der Graph der Funktion erst steigt
(monoton wachsend) und anschlieRend wieder abfallt (monoton fallend). Ferner
entsteht ein Minimum, wenn der Graph der Funktion erst abfallt und dann wieder
steigt. Die Steigung an solchen Hoch- und Tiefpunkten ist immer gleich Null:

Extremwerte identifizieren

Ist f eine auf dem offenen Intervall [ differenzierbare Funktion, so gilt:

Lokale Extremstelle von f

Die Betrachtung der 1. Ableitung reicht nicht aus, um zu sagen, ob es sich um Extremwerte handelt.
Wechselt die 1. Ableitung ihre Vorzeichen an der Stelle X , dann handelt es sich um Extremstellen.

Das bedeutet, dass vor einem Minimum der Graph der Funktion monoton fallt (-) und nach dem
Minimum monoton wéchst (+). Vor einem Maximum hingegen wachst der Graph der Funktion monoton
(+) und nach dem Maximum ist dieser monoton fallend (-).

1. Das einfachste Verfahren um herauszufinden ob es sich um eine Extremstelle an dem Punkt
X handelt ist es also, einige Funktionswerte vor und nach dem Punkt Iy auszurechnen

und miteinander zu vergleichen.

2. Eine weitere Moglichkeit ist die Betrachtung der 2. Ableitung. Ist , dann liegt ein Minimum vor
(weil die Funktion nach einem Minimum monoton wachst). Ist , dann liegt Maximum vor (weil
die Funktion nach einem Maximum monoton fallt). Ist f""(x) = 0, kann es sich um Extremwerte
oder Sattelpunkte handeln. Hier muss solange eine Ableitung durchgefuhrt werden bis . Ist

bei der n -Ableitung 1 gerade, so liegt ein Extrempunkt vor, ist 7 ungerade so liegt ein
Horizontalwendepunkt vor.

Extremstellen berechnen
Extremwerte sind nur vorhanden, wenn

(1) ist (kritische Punkte) oder
(2) f(x) nicht differenzierbar ist (z.B. Randpunkte).

Vorgehensweise

(1) kritische Punkte:

(a) Untersuchung der kritischen Punkte ohne héhere Ableitung:

(a1) Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen: setzen (kritische Punkte)

(a2) Werte >und < Zg in einsetzen:
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- wechselt in dem kritischen Punkt X das Vorzeichen, so liegt ein Extremum
Vor:

* wechselt von + nach -, so liegt bei Xy ein lokales (relatives)

Maximum vor
» wechselt von-nach +, soliegtbei Ty ein lokales (relatives) Minimum

vor
(b) Untersuchung der kritischen Punkte mit hbherer Ableitung
(b1) Nullstellen der 1. Ableitung bestimmen: setzen (kritische Punkte)

(b2) Die gefundenen kritischen Punkte I in die 2. Ableitung einsetzen:

* : esliegt ein lokales (relatives) Minimum vor.

* : esliegt ein lokales (relatives) Maximum vor.

« : Es kénnte ein Extrempunkt vorliegen, allerdings ebenfalls ein
Sattelpunkt.

Ergibt die 2. Ableitung gleich Null, dann werden solange weitere Ableitungen
f" gebildet und die kritischen Punkte in diese Ableitungen einsetzen, bis

der Funktionswert einer hdheren Ableitung ungleich Null wird. Entscheidend ist
hierbei, ob es sich dann um eine gerade oder ungerade Ableitung handelt:

+ n  gerade: Extremwert bei f"(xg) >0 (Minimum) und

f"(xg) < 0 (Maximum)

* 1 ungerade: Horizontalwendepunkt bei Zg .

(2) Nicht differenzierbare Punkte, z.B. Randpunkte mussen extra betrachtet
werden und z.B. der Grofie nach verglichen werden.

Gegeben sei die Funktion: f(x) — 3 — 32 — 12. Untersuche die

Funktion im Intervall [—3, 3] auf Extremwerte.

Extremwerte maoglich bei

(1)
Ir1 = 1, Ty = —1
(2) Randpunkte: x3 = —3,1x4 = 3 —> Intervall betrachten
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Priifen

(a) ohne hohere Ableitung:
xr1 = 1 .
— Vorzeichenwechsel von - nach +: Minimum

3;2:_1:

— Vorzeichenwechsel von + nach -: Maximum

(b) mit héherer Ableitung

:[;'1:]_:

Minimum

x2:—1

Maximum

(2) Globales Maximum und Minimum

¥  MERKE

Satz von WeierstraB: Jede auf einem kompakten Intervall [a, b] stetige

Funktion hat dort ein globales Maximum und ein globales Minimum.

Da f(x) auf dem kompakten Intervall [—37 3] stetig ist, wird nach WeierstraRl angenommen, dass

ein globales (absolutes) Maximum und ein globales (absolutes) Minimum existiert.

Es werden zum einen die bereits ermittelten Extremwerte 1 und X9 herangezogen und zudem
noch die méglichen Extremwerte an den Randpunkten 3 und X4 . Durch einsetzen dieser in die

Funktion und Vergleich der Funktionswerte sieht man dann, ob die Randpunkte globale Maxima und
Minima darstellen:

Die Randpunkte stellen globale Extrempunkte dar. Bei - — —3 liegt ein globales Minimum vor
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(kleinster Funktionswert), bei - = 3 liegt ein globales Maximum vor (grof3ter Funktionswert).

Die folgende Grafik zeigt die Funktion f(z) = 2 —3r — 12 im Intervall [—3,3] und ihre

Extremstellen:

-5 (1] & 10

-5

-254

bxa -30

Extremstellen

1.4  Ableitungsregeln

Elementare Funktionen sind an allen Stellen an denen sie definiert sind auch differenzierbar. Hierbei
geht man selten auf die Definitionen zuriick. Stattdessen benutzt man Ableitungsregeln, um auch
aufwendige Funktionen differenzieren zu kénnen.

Im Folgenden eine Ubersicht der Ableitungsregeln:
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Summenregel

+ (uto)

Gegeben sei die Funktion f(gg) — 522 1+ 32

© (ru) [konstanter Faktor ¢ R ]

Gegeben sei die Funktion f (1) = 1022

(ru)

ru

Produktregel
(u-v)

Gegeben sei die Funktion: 543 . 442

(u-v)

u

Quotientenregel

(=)
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3
Gegeben sei die Funktion: —
54
Uu
(=)
B 1525 — 2025 B —520 B 1
- 2528 25x®  Ba?
Kettenregel

Ist eine Funkton f mit f(x) = wu(v(x)) eine aus wu(v) und v(x) zusammengesetzte

Funktion und sind diese an einer Stelle a differenzierbar, ist auch die zusammengesetzte Funktion
differenzierbar.

f

Differenziere 1) = (t4 — 2)? mittels Kettenregel
Nach dem Prinzip von auf3erer Ableitung multipliziert mit innerer Ableitung, erhalt man schliefllich

dy 4 3
— =2(t" — 2) - 4t° -
o =2 )

Differenziere y = t4 — 2 mittels Kettenregel

Auch hier kann die Kettenregel angewandt werden. Die Funktion kann auch geschrieben werden zu:

y=(t'—2)
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AuRere mal innere Ableitung ergibt dann:

=

AuRere Ableitung: %(t‘l —2)”

Wichtig: Das 1 Uber der Klammer wird negativ da: 1 —1

Innere Ableitung: 4¢3

Zusammen:

Y

1
Das kann wieder als Wurzel geschrieben werden. Da nun aber ein — — resultiert, muss die Wurzel
unter den Bruchstrich:

Y

Y
1.5 Ableitung der Elementaren Funktionen

Wurzelfunktion

Anders:

Logarithmus- und Exponentialfunktion:

Die Exponentialfunktion % und der natiirliche Logarithmus [n |x\ sind differenzierbar und es gilt:

Allgemeine Exponentialfunktion

T

Beweis: f(a:) = q” lasst sich schreiben als: f(g;) — e¥'In(a)

Anwendung der Kettenregel:
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AulRere Ableitung

Innere Ableitung

In(a) isteine konstante Zahl, die Ableitung von = ist 1.

Die Exponentialfunktion kann wieder in ihre urspriingliche Form gebracht werden:

Allgemeine Logarithmusfunktion
Beweis: Die allgemeine Logarithmusfunktion f(x) = loga(g;) lasst sich schreiben:

B In|x|

In(a) istein konstanter Wert, Ableitung von

Potenzfunktion

Beweis: Die allgemeine Potenzfunktion f(z) = x Iasst sich auch schreiben:

f(x) _ eaL-ln(ac)

Anwendung der Kettenregel:

Trigonometrische Funktionen

« Sinus:
* Cosinus:

+ Tangens:
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» Cotangens:

1.6 Mittelwertsatze

¢ MERKE

Der Mittelwertsatz besagt geometrisch: Eine differenzierbare Funktion
f :]a,b] € R besitzt eine Tangente durch einen Punkt des Funktionsgraphen

mit derselben Steigung wie die Sekante welche durch die beiden Punkte
(a, f(a)) und (b, f(b)) des Funktionsgraphen geht.

Genauer gilt:

Ist die Funktion f auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig und auf dem offenen Intervall

(a, b) differenzierbar, dann gibt es (wenigstens) einen inneren Punkt 1, & (a, b) mit

g

Gegeben sei die Funktion f(z) = 222 mit f : [a,b] € R .Und die Punkte
S1(—1,2),und Sy(3,18).

Zunachst wird die Sekante bestimmt, welchen durch die beiden Punkten verlauft, die auf dem
Funktionsgraphen liegen:

Sekantengleichung:

s(x) =mz +0b

m bestimmen:

f() — f(a)

N b—a

18—2
3+1

s(zr) =4z +b
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b bestimmen mit Punkt S, oder Punkt S, :
Punkt S, :
18=4-3+0b

b=6

s(r) =4z +6

Bestimmung der Tangente, welchen durch den Punkt I auf dem Funktionsgraphen verlauft
und dieselbe Steigung wie die Senkante aufweist:

Zunachst wird der Punkt g bestimmt, durch welchen die Tangente verlauft. Hierzu wird die Steigung
der Funktion mit der ersten Ableitung ermittelt:

Es kann nun mittels der folgenden Gleichung der Punkt I ermittelt werden, durch welchen die
Tangente verlauft:

370:1

Der Punkt 1y = 1 mit dem Funktionswert f(l) = 2 liegt auf dem Funktionsgraphen. Durch

diesen Punkt verlauft die Tangente, welche dieselbe Steigung wie die Sekante aufweist.

Der nachste Schritt ist dann die Tangentenbestimmung:

Ist f(x) in Xo differenzierbar, dann lautet die Tangente, die den Graph f(z) im Punkt

(2o, f(xg)) schneidet:

Die Tangente die durch den oben ermittelte Punkt (o, f(xg)) = (1,2) geht lautet:
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y=4z — 2

Tangente
y =42

Sekante /

Anwendungsbeispiel zu Mittelwertsatze

Gegeben sei die Funktion: f(x) — — 2% 1+ 12. Berechne die Sekante,
welche durch die Punkte S7(—1,11) und S5(3,3) geht. Berechne

aullerdem die Tangente, welche die gleiche Steigung wie die Sekante hat und den
Schnittpunkt der Tangente mit  f () .

Sekantengleichung
s(x) =mx+Db

m bestimmen:
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B —fl@) 3-11_

b—a 3+1

s(xr)=—-2x+0b

h bestimmen mit Punkt S, oder Punkt S, :
Punkt S :

11=-2-—-1+5b

b=9

s(xr) =—-2x+9

Schnittpunkt Tangente und Funktionsgraph

Die Steigung der Funktion ist . Zu ermitteln ist nun der Punkt x, & (a, b) , welcher die gleiche

Steigung aufweist, wie die Sekante, die durch die Punkte S; und S, geht:

3—-11
3+1

—21170 =

370:1

Der Punkt 1y = 1 mit dem Funktionswert f(1) = 11 hat die selbe Steigung wie die Sekante,
welche durch die Punkte S} und S, geht.

Tangentengleichung
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TangN

Sekante

{1,11)

(3,3

Mittelwertsatz

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass die Tangente (rechts in der Grafik) genau die gleiche
Steigung aufweits, wie die Sekante (links in der Grafik).

¥  MERKE

Eine Sekante hat zwei Schnittpunkte mit den Funktionsgraphen, eine Tangente
hat einen Schnittpunkt mit dem Funktionsgraphen.

1.7 Monotone Funktionen

Monotonie

Monotonie beschreibt das gleichférmige Verhalten einer Funktion oder Folge. Hierbei wird untersucht
ob eine Funktion/Folge wachst oder fallt.

Monoton wachsend

In Funktionen spricht man von monoton wachsend wenn gilt:
Far alle
und von streng monoton wachsend, wenn gilt:

Far alle

Document doesn't look right? We'll help you out!

OEIle £ VoIl 41


https://www.ingenieurkurse.de/assets/courses/media/mittelwertsatz-neu-print.png
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ -« ingenieur
Document doesn't look right? We'll help you out!

f(x2) - :

f(x1)

rq Lo

streng monoton wachsend

In der obigen Grafik ist die Funktion streng monoton steigend. Dies ist der Fall, wenn der
Funktionsgraph fiiralle - € [ eine positive Steigung besitzt:

AuBerdemgilt: 19 > 11 — f(xg) > f(xl)

Monoton fallend

In Funktionen spricht man von monoton fallend wenn gilt:
Far alle

und von streng monoton fallend, wenn gilt:

Far alle
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] Lo

streng monoton fallend

In der obigen Grafik ist die Funktion streng monoton fallend. Dies ist der Fall, wenn der Funktionsgraph
furalle g ¢ | eine negative Steigung besitzt:

AuBerdem gilt: x5 > 17 — f(xg) < f(xl)

¢ MERKE

Exponentialfunktionen sind ganzlich streng monoton fallend oder steigend, je
nach Vorzeichen des Exponenten.

Kosinusfunktionen hingegen sind in Abschnitten monoton, da sie abwechselnd
steigen und fallen.

Bestimmung des Monotonieverhaltens

Besonders in der Differentialrechnung sind Aussagen beziiglich des Monotonieverhaltens wichtig:
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Eine auf einem Intervall [ stetig differenzierbare Funktion ist genau dann streng monoton
wachsend (bzw. streng monoton fallend), wenn die 1. Ableitung:

- nirgendwo negative Werte (bzw. positive Werte) aufweist

- auf keinem echten Teilintervall gleich Null ist.

Gegeben sei die Funktion: f(z) = %ch —922% 4+ 31 .

Aus Funktionsgraphen, wie in der obigen Abbildung lassen sich haufig die Monotoniebereiche direkt
ablesen:

So ist

f(x) streng monoton wachsend fir [} = —oco < x < 1,z € R
f(x) streng monoton fallend fir [, =1 <z < 3,z € R

f(x) streng monoton wachsend fir /3 =3 < z < oo,z € R
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Rechnerisch:
1
Fir f(x) = ga:?’ —2r* + 3z — f

1. Bestimme die Nullstellen  f

2. Die Nullstellen werden nun die 1. Ableitung eingesetzt und geschaut, ob diese
>0 oder < 0 wird.

3. Erzeuge eine Vorzeichentabelle

Bereich r <1 l<xr<3 r >3
() + - +
f(af) ist streng monoton wachsend fallend wachsend

1.8 Konkave und konvexe Funktionen

Eine reellwertige Funktion hei’t konvex, wenn ihr Graph unterhalb jeder Verbindungsstrecke zweier
seiner Punkte liegt. Dies ist gleichbedeutend dazu, dass die Menge der Punkte oberhalb des Graphen,
eine konvexe Menge ist.

Eine reellwertige Funktion hei’t konkav, wenn ihr Graph oberhalb jeder Verbindungsstrecke zweier
seiner Punkte liegt. Dies ist gleichbedeutend dazu, dass die Menge der Punkte unterhalb des Graphen,
eine konvexe Menge ist.

Gegeben sei die Funktion: f(z) = 72
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fix) konvex

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass die Sekante durch die beiden Punkte oberhalb des
Funktionsgraphen liegt. Dies ist bei dieser Funktion immer der Fall, weshalb diese streng konvex ist.

Gegeben sei die Funktion f(1) = —2°

&)

=
b
s

f(x)konkav

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, dass die Sekante durch die beiden Punkten unterhalb des
Funktonsgraphen liegt. Dies ist bei dieser Funktion immer der Fall, weshalb diese streng konkav ist.
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Merksatz: Eine Funktion ist konkav wie der Riicken vom Schaf.

Definitionen konvexe und konkave Funktion

Eine Uber einer konvexen Menge (' definierte Funktion [ hei3t konvex, wennflralle x, Y aus

C sowie \ € [0, 1] gilt, dass

FAx+(1=XNy) < AF(z)+ (1 —MN)F(y) quasikonvexe

Funktion

Eine Funktion heilt streng konvex, wenn gilt:

F(Ax 4+ (1 — \)y) streng konvexe Funktion

Eine Uber einer konkave Menge (' definierte Funktion [ heiflt konkav, wenn firalle x, Y aus

C sowie )\ € [0, 1] gilt, dass

FAx+(1—=XNy) > AF(x) + (1 =N F(y) quasikonkave

Funktion

Eine Funktion heif3t streng konkav, wenn gilt:

FOox+ (1 —=XNy) > AF(x)+ (1 =\ F(y) streng konkave
CUMENT S\ TEST DOCUMENT SN TEST.DOCUMENT S Document doesn’tiook right?: We'lbhelp you outh SN FES TDOCUMENT SN TES TDOCUMENT S N TEST DOCU
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Funktion

1.8.1 Nachweis Konkavitat und Konvexitat auf direktem Weg

Gegeben sei die folgende Funktion:
F(z) = 10z — 4x?

Handelt es sich hierbei um eine konkave oder konvexe Funktion bzw. liegt keines
von beiden vor?

Die Funktion wird nun wie folgt aufgestellt:

Einsetzen fur x ergibt dann:

FOz+(1—=Ny) =100z + (1= Ny) —4(Ax + (1 — Ny)?

Es werden nun nach und nach die Klammern auf der rechten Seite aufgelost und die Variablen
zusammengefasst. Die Klammern mit (1 — )\) Iasst man stehen. Ziel ist es die rechte Seite auf die

folgende Form zu bringen um den Vergleich anstellen zu kdnnen, ob die obige Funktion gréRer oder
kleiner ist als die folgende Funktion:

AF(x) + (1 =X F(y)

Fur die obige Funktion bedeutet dies mit F'(z) = 10z — Ax? und
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Es wird nun mit der Transformation der rechten Seite auf die obige Form begonnen. ACHTUNG: Der
letzte Klammerausdruck stellt eine binomische Formel dar:

FAz + (1= Ny) =100z + (1 — N)y) — 4(Az + (1 — N\)y)?

Auflésen der Klammern, wobei (1 — )\) stehen bleibt:

A und ()\ — 1) zundchst so ausklammern, dass die obige Form gegeben ist:

=AN10-2 —42%) + (1 = A)(10-y —4-9*) + ...

Danach muss geschaut werden, welche Summanden wegfallen und welche teilweise bzw. vollstandig
mit bertcksichtigt werden missen:

Der erste und zweite Summand fallen dann vollstandig weg:
M 10-X-x
)

Der dritte Summand

() —4.)\2. 2

geht zum Teil ein:

B \N. —4. 2
es verbleibt demnach noch ein Rest, welcher berticksichtigt werden muss.

Es wird der gesamte vorherige Summand (3) verwendet und der eingehende Summand (3*) davon
abgezogen:

—4- NP+ N4 2?

Zusammenfassen:
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—4xz*(X = 1)

Der vierte Summand bleibt bestehen:

—8-Ar-(1—=X)-y
Der fiinfte Summand
(5) —4(1 — )% -9

geht wieder zum Teil ein:

(5) (1—A) - —4y?

Es muss demnach berucksichtigt werden:

—4 - 8N yE — AN R Ayt — AN
AN y? — AN g2

Zusammenfassen:

4N -2 (1 = N)

Es ergibt sich demnach insgesamt (Berucksichtigung der Summand in den Boxen):

4 \lambda \cdot y*2 (1 - \lambda) A Unbalanced Egn
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Es wird nun eingesetzt und

Den 3. Summanden mit (-1) multiplizieren:

Die letzten drei Summanden zusammenfassen:

= X-F(z) + (1= A) - F(y) + 4A(1 = \)(z — y)?

Es qilt also:

Es wird nun geschaut ob die obige Funktion F'(Az + (1 — \)y) groRer oder kleiner
AF(z) + (1 = N)F(y) ist:

Die linke Seite ist groRer als die rechte Seite. Grund dafir ist der letzte Term der linken Seite. Dieser
wird in jedem Fall positiv, da () < )\ < 1 . Der Ausdruck (;g — y)2 wird immer positiv.

Es liegt eine streng konkave Funktion vor.

1.8.2 Nachweis Konkavitat und Konvexitat durch Differentation

Aufgrund des hohen Rechenaufwandes beim direkten Nachweis iber Konkavitat bzw. Konvexitat wird
in diesem Abschnitt aufgezeigt, wie man mittels Differentation den Nachweis erbringen kann, ob eine
Funktion konkav oder konvex ist.

Konkave Funktion
Eine zweimal stetig differenziebare Funktion ist konkav, wenn firalle » ¢ X = R gilt: .

Das bedeutet also, dass die Funktion konkav ist, wenn die zweite Ableitung der Funktion nach
kleiner gleich null ist.
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Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist streng konkav, wennfiralle ¢ X = R gilt:

Das bedeutet also, dass die Funktion streng konkav ist, wenn die zweite Ableitung der Funktion nach
X kleiner null ist.

Konvexe Funktion

Eine zweimal stetig differenziebare Funktion ist konvex, wenn firalle » ¢ X = R gilt: .

Das bedeutet also, dass die Funktion konvex ist, wenn die zweite Ableitung der Funktion nach x
gréler gleich null ist.

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist streng konvex, wennfiralle . ¢ X = R gilt: F

Das bedeutet also, dass die Funktion streng konvex ist, wenn die zweite Ableitung der Funktion nach
X groler null ist.

Konvexitat und Konkavitat im Intervall

Eine Funktion kann auch weder konvex noch konkav sein. Dies liegt vor, wenn die 2. Ableitung sowohl
negative als auch positive Werte annehmen kann fir 5 € X — IR . Die Funktion kann dann aber

innerhalb eines bestimmten Intervalls streng konkav oder streng konvex sein:

Eine Funktion heif3t konkav (konvex) auf einem Intervall [ , wenn die Sekante durch je zwei Punkte
P1 und P2 des Graphen unterhalb (oberhalb) des Graphen liegt.

Die Funktion F(gj) sei zweimal stetig differenzierbar auf dem Intervall [ . Dann gilt:
1. F(x) istgenau dann konkav auf [ ,wenn [ firalle ¢ |

2. F(x) ist genau dann konvex auf [ ,wenn [ furalle oo € [

n-dimensionaler Fall

Eine zweimal stetig differenziebare Funktion ist konkav, wenn fir alle ¢ X gilt: Die Hesse-Matrix

H(x) ist negativ semidefinit. Sie ist streng konkav, wenn H () negativ definit ist.

Eine zweimal stetig differenziebare Funktion ist konvex, wenn fir alle ¢ X gilt: Die Hesse-Matrix

H(x) ist positiv semidefinit. Sie ist streng konvex, wenn H () positiv definit ist.

Hesse Matrix
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Vorgehensweise zum Nachweis der Konkavitat und Konvexitat

1. Bildung der 2. Ableitung. Ist diese < 0, so ist die Funktion streng konkav,
sonst streng konvex.
2. lIst die 2. Ableitung noch abhangig von x , so die Nullstellen der 2.

Ableitung bestimmen.
3. Bereiche angegeben und durch Einsetzen kleinerer und gréRerer Werte
in die 2. Ableitung die Konkavitat bzw. Konvexitat bestimmen.

Anwendungsbeispiele: Nachweis uber Konkavitat bzw. Konvexitat

F(z) = 10z — 4%°

F
F

— streng konkav!

F(z) = 8z* — 2z*

2 ausklammern:

F

Die 2. Ableitung ist noch abhangig von x . Es werden die Nullstellen der 2. Ableitung bestimmt:
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48 — 242 =0

5132:2

Es gelten also die folgenden Bereiche:
r <0
O<ax<?2

x> 2

Bereich » < ():

Es werden nun Werte kleiner Null in die 2. Ableitung eingesetzt. In diesem Fall wird der Wert
r = —1 gewahit:

F

Die Funktion ist fir den Bereich 1 < () streng konkav.

Bereich: ) < ¢ < 2:

Es werden nun Werte zwischen Null und Zwei in die 2. Ableitung eingesetzt. In diesem Fall der Wert
r=1:

F

Die Funktion ist fiir den Bereich () < g2 < 2 streng konvex.

Bereich: 1 > 2:

Es werden nun Werte groRer Zwei in die 2. Ableitung eingesetzt. In diesem Fall der Wert o = 3 :

F

Die Funktion ist fir den Bereich 1 > 2 streng konkav.

F(a,y) = vy —a* — y*
Fir den n-dimensionalen Fall (hier 2 dimensional) bedient man sich der Hesse-Matrix.
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OF
Ty —2
ox y o

0*F

Y. __9
0%z

Die Eigenwerte (siehe Kapitel: Lineare Algebra) missen bestimmt werden:

Berechnung:

Document doesn’t look right? We'll help you out!

HMN=(-2=X) - (=2—=XN)—1-1=X+4\+3

p/q -Formel anwenden:

Mgz—gi
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4
2
Mp=—5E14/(5)*—3
2
A =-—1
Ao = —3

Beide Eigenwerte der Hessematrix sind negativ, demnach ist die Hessematrix negativ definit. Die
Funktion F'(x,y) istdemnach streng konkav.

1.9 Regel von de I' Hospital

Guillaume Francois Antoine de [I'Hospital filhrte im 17. Jahrhundert die Differential- und
Integralrechnung in Frankreich ein.

Mithilfe der Regel von de I'Hospital lassen sich Grenzwerte von Quotienten bestimmen. Die Regel

0
kann angewendet werden, wenn Nenner und Zahler entweder beide gegen Null [_] oder beide

00
gegen Unendlich [—| streben.
00

Regel 1: Die Funktionen f(x), g(x) geltenander Stelle x( differenzierbar

und es gelte

lim f(z) = lim g(z) =0 sowie

T—T0 T—X0

Dann gilt:

Die obigen Regel besagt einfach, dass wenn sowohl Nenner als auch Zahler einer Funktion gegen Null
laufen, wenn x gegen einen bestimmten Wert Z lauft und die erste Ableitung des Nenners fiir Zg

ungleich Null ist, dann:

Bilde die erste Ableitung von Zahler und Nenner und lasse diese gegen I laufen.

32+ 222 + ¢

Gegeben sei die Funktion: . Berechne

22 + 5z
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. 33+ 222+
lim :
z—0 12+ 51

Laufen Zdhler und Nenner gegen Null fir o — () ?

und g(0) =0*+5-0=0:

— # esgit f(0) = g(0) =0

Ist die erste Ableitung fiir ;5 = ( ungleich Null?

Anwendung der Regel von de I'Hospital indem die Ableitung des Zahler und Nenners gebildet
wird und diese gegen - — () konvergieren:

1
Fir - — () geht die Funktion gegen — .
5)

3 __ 2 .
Gegeben sei die Funktion: L L bz — 3 . Berechne

32 -T2z —6

. 3 — 12— 51— 3
im :
=3 32 —Tr —6

Laufen Zahler und Nenner gegen Null fir o — 3 ?

Ist die erste Ableitung fiir 1, = 3 ungleich Null?

1.Ableitung Nenner: @
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Einsetzenvon r, = 3:

Anwendung der Regel von de I'Hospital indem die Ableitung des Zahler und Nenners gebildet
wird und diese gegen ;- — 3 konvergieren:

1.Ableitung Zahler: f

Einsetzenvon xr, = 3:

f

1
Fir » — 3 geht die Funktion gegen 1_? .

1 — cosx 1 — cosx
Gegeben sei die Funktion: — . Berechne |imp ————

SINT z—0  SINT

Laufen Zdhler und Nenner gegen Null fir  — () ?

Ist die erste Ableitung fiir 1z, = () ungleich Null?

Anwendung der Regel von de I'Hospital indem die Ableitung des Zahler und Nenners gebildet
wird und diese gegen 4 —s () konvergieren:

Fur 1 — () gehtdie Funktion gegen () .
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Zahler und Nenner laufen gegen Unendlich

Regel 2: Die Funktionen  f(z),g(x) gelten an der Stelle o

differenzierbar und es gelte lim f($> = lim g(:l?) = 00 | sowie
T—T0 T—X0

Dann gilt:

Die obigen Regel besagt einfach, dass wenn sowohl Nenner als auch Zahler einer Funktion gegen
Unendlich laufen, wenn x gegen einen bestimmten Wert X lauft und die erste Ableitung des

Nenners fir g ungleich Null ist, dann:

Bilde die erste Ableitung von Zahler und Nenner und lasse diese gegen I laufen.

2x
Gegeben sei die Funktion: 6_ . Berechne
2
T

Laufen Zahler und Nenner gegen Unendlich fiir v — oo ?

Eigenschaft der e-Funktion: lim e” = o0,
T—r00

lim g(z) = 00® = 00
T—r 00

Esgitalso: lim f(z) = lim g(z) = o0
T—00 T—0O0

Ist die erste Ableitung fiir £g = OO ungleich Null?

Anwendung der Regel von de I'Hospital:
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Nochmaliges Ableiten:
4 €2x
lim — = o0
T—r00

Fir r — oo geht die Funktion gegen 00 .

1.10 Naherungsverfahren zur Nullstellenberechnung nach Newton

Das Naherungsverfahren zur Nullstellenberechnung von Newton dient dazu, zu einer gegebenen stetig
differenzierbaren Funktion f : R — IR Naherungswerte zur Lésung der Gleichung  f(x) = 0

(also Nullstellen der Funktion) zu finden. Das Naherungsverfahren wird angewandt, weil direkte
Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen nicht oder nur mit sehr groRem Aufwand anwendbar sind.

Die grundlegende Idee des Newtonverfahrens besteht darin, eine Tangente zu bestimmen, welche
in der Nahe der Nullstelle liegt. Die Nullstelle der Tangente dient dann als neue Approximation
der Nullstelle der Funktion. Die erhaltene Naherung dient als Ausgangspunkt fiir einen weiteren
Verbesserungsschritt.

Allgemein

Sei f : R — IR eine stetig differenzierbare Funktion, von der eine Stelle T, € D mit "kleinem"

Funktionswert  f(x,) bekanntist. Es soll ein Punkt Zpni1 nahe dem Punkt X, gefunden

werden, welcher eine verbesserte Naherung der Nullstelle darstellt. Dies wird erreicht, indem die
Funktion f im Punkt (x,, f(x,)) durch eine Tangente linearisiert wird. Die Tangente hat die

Gleichung:

Beginnend bei 7, — () berechne man folgende Nullstelle der Tangente:

Unterscheiden sich ', und Z,4+1 hinreichend wenig, so ist X1 eine Naherung der

gesuchten Nullstelle, ansonsten wiederhole man die Berechnung der Nullstelle der Tangente fiir das
nachste n .

Anwendung

Gegeben sei die Funktion: f(x) =23 — 3z + 2.

1.Ein g, € D mit n=0,1,..., N mit kleinem Funktionswert suchen: Anbieten wiirde sich hier

der Wert 1, = O, denn es resultiert hier der Funktionswert f(xo) =9.
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2.Die T'angente , welche durch diesen Punkt P; (0,2) geht, ist:

3. Die Nullstelle der Tangente ist:

y=-3x+2

Naherungsverfahren zur Nullstellenberechnung nach Newton

In der obigen Grafik ist deutlich zu erkennen, wie das Naherungsverfahren funktioniert. Als erstes wird
ein vorher festgelegten Punkt der Funktion mit kleinem Funktionswert bestimmt (hier: Pl((), 2) .
Dann wird die Tangente gesucht, die durch diesen Punkt geht. Die Tangente ist in rot eingezeichnet.
Da die Tangente durch die 2 -Achse geht, wird die Schnittstelle 1 der Tangente mit der x -Achse
bestimmt ( — Nullstelle). Man sieht nun deutlich, dass X1 deutlich naher an der Nullstelle der
Funktion liegt, als Zg . Um nun herauszufinden, ob 1 nun aber die Nullstelle der Funktion ist oder
noch zu weit weg liegt, werden T und X1 voneinander abgezogen. Ist die Differenz noch zu groR,

mussen weitere Schritte durchgefiihrt werden. Dies geschieht so lange, bis die Differenz hinreichend
klein ist. Im nachsten Schritt wird also fir X1 der Punkt gesucht, welcher auf der Funktion liegt und

die Tangente die durch diesen Punkt geht bestimmt. Danach wird wieder der Schnittpunkt o der
neuen Tangente mit der x -Achse bestimmt und geschaut ob die Differenz zwischen To und I
hinreichend klein ist.
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o und 1 unterscheiden sich noch nicht hinreichend wenig, weshalb ein weiterer Schritt

durchgefihrt wird:

2 2
2. Die Funktion f(x) hat an der Stelle 7, — § den Funktionswert f(g) = % . Die Tangente

die durch diesen Punkt geht lautet:

3. Die Nullstelle der ist:
2 5 38 _
=- -2 =" =0,84
RT3 T I T

P
<

] ' —3z+2

y=-167x+1.41

Naherungsverfahren zur Nullstellenberechnung nach Newton

Es sind weitere Schritte notwendig, da die Differenz zwischen X9 und 1 nicht hinreichend klein

ist:

2. Die Nulistelle der Tangente, welche durch den Punkt (x5, f(x3)) geht ist (es wird aus

Vereinfachungsgriinden weiter gerechnet mit 0,8444):
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xe ~ 0,9938

r7 ~ 0,9965

Hier stimmen die Zahlen bis auf 2 Nachkommastellen Uberein. Dies soll an dieser Stelle reichen, um
das Verfahren zu verstehen.

AbschlieBende Erlauterung

In diesem Beispiel wurde immer auf 4 Nachkommastellen gerundet. Wie zu sehen ist, ndhert sich
x immer weiter an die Nullstelle der Funktion an. Die Nullstelle an die wir uns momentan annahern

ist Ubrigens X1 o = 1 (doppelte Nullstelle). Eine weitere Nullstelle der Funktion ist T3 = —2.

Fir diese Nullstelle kann man z.B. mit 1y = —1,5 beginnen. Fir das Naherungsverfahren von

Newton sollte man die ungefahre Lage einer Nullstelle kennen. Es empfiehlt sich demnach zunachst
eine Kurvendiskussion durchzufiihren (Extrempunkte, Wendepunkt etc. bestimmen), um die Lage der
Nullstellen in etwa abschatzen zu kénnen.

Beispiel: In diesem Beispiel hat die Funktion bei o — —]1 ein Maximum (siehe Kapitel:
Extremwerte). In den vorherigen Kapiteln wurde gezeigt, dass vor einem Maximum die Funktion
monoton steigt. Da das Maximum einen Funktionswert von f(—l) = 4 besitzt und damit oberhalb

der x -Achse liegt und die Funktion vor diesem Punkt fir (oo7 —1) monoton steigt, muss sie

durch die x -Achse laufen. Das bedeutet also, dass dort in der Nahe eine Nullstelle liegen muss
(siehe obige Grafik). Mit diesem Wissen kann nun das Verfahren von Newton angewandt werden um
Naherungsweise die erste Nullstelle zu bestimmen. Analog verfahrt man um die weiteren Nullstellen
zu bestimmen.

Document doesn't look right? We'll help you out!
oele 47 VoIl 417


https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301944?open_help_request=true&watermark_link=true

..... T A

1 outh\ =\ TESTDOCUMENT\\ \ TESTDOCUMENT -\ TEST DOCUMENT

NNNNNN O\ NN NN AN NN NSNS NSNS NN RN NS AN N SR N NSRS N AN NN NN NSNS NSNS SA NN SAN N SA NN S AN SA NN S AN MA N ASA N M AN M AN M AN A A AN A AN A A A AN A A A M AN A A N A AN A AN NN AN N NN NN N

WUt S N TEST-DOCUMENT U N TEST DOCUMENT S N TEST.DOCUMENT = \Document doesn’tlook right? We'lthelp you outh s N TESTDOCUMEN T NS N TES T-DOCUM


https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true

~ —r iNgenieur

Document doesn’t look right? We'll help you out!

INHALTSVERZEICHNIS

1 Integralrechnung

1.1 Unbestimmte Integrale

Integrationskonstante C

1.1.1

1.1.2
1.1.3
1.1.4

1.1.5

Rechenregeln fur unbestimmte Integrale

Vorziehen eines konstanten Faktors

Integral der Summe gleich Summe der Integrale
Integration durch Substitution bei unbestimmten Integralen
Partielle Integration bei unbestimmten Integralen
Partialbruchzerlegung (rationale Zahlen) bei unbestimmten Integralen

I. Durchdividieren

Il. Nullstellen des Nenners bestimmen

lll. Ansatz der Partialbriiche

IV. Bestimmung der Koeffizienten

V. Integration

Integration nicht-rationaler Zahlen bei unbestimmten Integralen

1.2 Bestimmte Integrale

Obersumme und Untersumme

Fehler beheben

1.21
1.2.2

1.2.3

Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung
Integration durch Substitution bei bestimmten Integralen

1. Mitsubstituieren der Grenzen des bestimmten Integrals

NN

[&]]

N

—_ |
co N

N
N

2. Losen als unbestimmtes Integral und anschlieBendes Einsetzen

der Grenzen

Partielle Integration bei bestimmten Integralen

1.3 Uneigentliche Integrale

1.3.1

1.3.2

Uneigentliche Integrale Typ 1
Typ | Integrale mit unbeschrankten Integrationsintervallen
Vorgehensweise

Uneigentliche Integrale Typ 2

Typ Il Integrale mit unbeschrankten Integranden

Document doesn't look right? We'll help you out!

B R B

N

o€ele 1 von 2y


https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

1 Integralrechnung

1.1 Unbestimmte Integrale

Die Integralrechnung ist die Umkehrrechenart der Differentialrechnung, so wie beispielsweise das
Subtrahieren die des Addierens ist.

Die Kennzeichnung flr das Integrieren ist das Integralzeichen / .

Hierbei sucht man zu einer gegebenen Ableitungsfunktion % deren Stammfunktion ¢ = F(x) , SO

dass Ai_;x) = f(x) ist.

Eine Integration wird allgemein wie folgt durchgefiihrt:

Das (r steht fir die Integration nach x . Darauf muss bei der Integration immer geachtet werden.
(' ist die Integrationskonstante (siehe unten).

Integriere die Ableitung f(x) =9

Da in dieser Funktion kein 2 vorhanden ist, kann man stattdessen xO — ] schreiben. Es ist also

’[’L:O:

Dabeiist 1, = () :

1
F(r) =2——a"" + C
(z) n+1x *

Einsetzenvon 5, = () :
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1
F(z)=2——2"" 4+ C

0+1

L,
F(:C):2Ix +C
F(z)=2z+C

Integiere die Ableitung f(x) = x2.

/x2 dx

Dabeiist 7, = 2

1
n+1
F(x)——n 13: +C

Einsetzenvon n = 2:

1
F — 2+1
() 5 1% +C
L 3
F(:L‘):§a7 +C

Integriere die Ableitung f(x) = 423 + 21

Bei mehreren Termen, muss jeder fir sich betrachtet werden:
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Integrationskonstante C

Problematisch hierbei ist, dass die durch eine Integration entstehende additive Konstante C, die
Integrationskonstante,

jeden beliebigen konstanten Betrag besitzen kann,

Funktionsgraph der Stammfunktion nach oben oder unten verschiebt, wodurch es unendlich viele
Lésungen, bzw. Stammfunktionen fir dieses Problem gibt [siehe Grafik].

"
Fx)=x*+x2+C || \

welcher den

fix) = 4x® +2x

Unbestimmtes Integral
Die Funktion kdnnte also z.B. so aussehen:

x* 4+ 42 1 3 die Ableitungist: 443 924

oder

xt 1+ 4% o+ 15 die Ableitungist: 443 1 94

Da in diesem Fall die Wahl der Konstanten beliebig ist, spricht man auch von einem unbestimmten

Integral. Es ist nur moglich ein Integral zu 16sen, wenn man bereits die Stammfunktion F(gj) der

Ableitung f(x) kennt. Ist dies nicht der Fall muss man sich auf gezieltes "Raten" verlassen und
anschlieend Uberpriifen, ob tatsachlich AL(x)

Ay = f(x) ist.
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¢ MERKE

Die Menge aller Stammfunktionen einer Ableitung wird unbestimmtes Integral
von f genannt:

1.1.1 Rechenregeln fiir unbestimmte Integrale

Zur Loésung eines unbestimmten Integrals kann man sich bei der Umformung an den folgenden Regeln
orientieren:

Vorziehen eines konstanten Faktors

Beim Vorziehen eines konstanten Faktors geht man so vor, dass der Faktor, welcher eine Konstante
darstellt vor das Integral gezogen werden kann. Faktoren zeichnen sich durch ein Multiplikations- bzw.
Divisionzeichen aus. Konstant bedeutet, dass dieser Faktor nicht von x abhangig ist.

q

/a-f(x) d:(::a-/f(x) dx

) dz .

5 2
Integriere das folgende Integral (3 sinx — — +
z 14z

Es existieren hier 3 Terme. Alle drei Terme besitzen konstante Faktoren. Der erste Term besitzt den
konstanten nicht von 1 abhangigen Faktor 3. Der zweite Term den Faktor 5 und der dritte Term den
Faktor 2.

Man rechnet:

2
/(3sinx—§—|— ) dx

rx 1+a22

1 1
=3/sinxdx—5/—d:1;+2/ dx
T 1+ 22

= —3 cosx — 5 In|x| 4+ 2 arctanz + C

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele O von 2y


https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true

m‘} ingenieurkurse.de

Document doesn't look right? We'll help you out!

Integral der Summe gleich Summe der Integrale

q
/(f(:v) + g(x) — h(x)) de = /f(x) dx—l—/g(a:) dx — /h(m) dx

g

Integriere das folgende Integral /(x2 L 1)3 dz .

Man rechnet:

/(x2—|— 1)? dx
= /(x6+3x4+3x2+1) da

/x6 da:+/3x4 d;c+/3x2 dx—l—/ldx

A R O
7775 T3 7Y

¢ MERKE

1
Merke: Fir /a:l:" gt g——— " + C
n—+1
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Im Folgenden werden zwei entscheidende Moglichkeiten zur Lésung eines Integrals vorgestellt:

* Integration durch Substitution und
* partielle Integration.

11.2 Integration durch Substitution bei unbestimmten Integralen

Kann eine Funktion nicht direkt integriert werden, so ist es oft mdglich diese durch Substitution
dennoch zu Lésen. Unter Substitution ist das Ersetzen eines Terms durch einen anderen Term als
sog. Stellvertreter zu verstehen. Meist wird der Vereinfachung halber, nur ein neues Symbol firr einen
ganzen Term eingesetzt. Man gewinnt mehr Ubersicht und die Eigenschaften von Integralen oder
Funktionen werden erkennbarer.

¢ MERKE

Hierzu wird z.B. eine Wurzel, eine Funktion in einer Klammer etc. durch ein ¢
substituiert. Dieses { muss auRerdem noch nach x abgeleitet werden, so dass

dt
man d_ erhalt. Umstellen nach (Jq: ersetzt dann das (y der Integration durch
i

dz -

Wie die Integration mittels Substitution angewandt wird, soll als nachstes gezeigt werden.

Integriere /(2 — 4:5)4 dx .

1. Zuerst substituiert man die Klammer:

|
t=2—4x

Danach wird { nach x abgeleitet:
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Es kann als nachstes ganz einfach nach . aufgel6st werden:

1
2. AnschlieBend ersetzen von (2 — 4x) durch ¢ und (g durch _Zdt

/(2—4@4 dr = [/tA‘(—%) dt].

3. Konstante Terme vor das Integral ziehen:

/(2—435)4 iz — [/#(—%) it
/(2-4@4 iz — [—i/# it

4. Integrieren:

5. Riicksubstitution: ¢ =2 — 4

1 1
/(2 4x)* dx 20t +C 50 (2—4z)°+C

Die obigen Rechenschritte sind im Ablauf immer identisch und lassen sich mit ein wenig Ubung auf
jedes andere unbestimmte Integral Ubertragen.

Integriere /3x2 e dr .

1. Substituieren:
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— =372
dx o
1
dor = —dt
32
2. Einsetzen:

Kiirzen von 3,2

/3:1:2 ¢ da = [/ e dt]

3. Entfdllt: Keine konstanten Terme vorhanden.

4. Integrieren:

/3x2 e du = [/ et dt] = [¢' + C]

5. Riicksubstitution:

et
Integriere - dt
/ et +1

Hier ist die Abhangigkeit von ¢ gegeben, das bedeutet die Subsitution erfolgt nun tGber 1z :
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Die Ableitung von x nach ¢ ergibt dann:

dx .
—=e
dt

Oben wurde definiert: ot — x:

dx

o=

Auflésen nach ¢ :

Es gilt auRerdem:

T = ¢! unddamit .2 _ 2t

Einsetzen:

Es folgt die Riicksubstitution: » — !

Bei der hier vorgestellen Substitutionsregel wird die auf Leibniz zuriickgehende Schreibweise
angewandt. Bei dieser ist haufig auch die partielle Integration zu berlicksichtigen. Bei dem Integral
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/Sin(\/i) zum Beispiel muss nach der Substitution zunachst die partielle Integration angewandt

werden, bevor die Ricksubstitution erfolgen kann. Die partielle Integration wird im nachfolgenden
Abschnitt behandelt und es wird gezeigt, wie das Integral geldst werden kann.

1.1.3 Partielle Integration bei unbestimmten Integralen

Eine andere Mdglichkeit zur Lésung eines unbestimmten Integrals ist die Durchflihrung einer partiellen
Integration. Diese verwendet man vorzugsweise bei Integralen die ein Produkt beinhalten.

Die Partielle Integration ist analog zur Produktregel des Differenzierens.

g

Partielle Integration:
/ u .

Wie bereits an der Formel ersichtlich, wird ein Faktor integriert und der andere differenziert. Daher
sollte man sich vorher Uberlegen, welcher der Faktoren einfacher zu integrieren und welcher einfacher
zu differenzieren ist.

|
Integriere /631:2 -In|z|dz .

Unter Verwendung der partiellen Integration erhalt man:

1
/6ZL‘2 ‘In|z|de = 22° - In|z| — /2$3 - —dx
T

2
= 22°In|z| — §x3 +C
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¢ MERKE

Man sollte immer bedenken, dass die partielle Integration keine Garantie fir
eine Vereinfachung des Integrals ist und folglich nicht immer zur Auflésung des
Integrals flihrt.

Bestimme das Integral: /sin(ﬁ)dx

Fur diese Variante wird zunachst die Substitution und dann die partielle Integration angewandt:

1. Substituieren:

Andere Schreibweise:

~
I

8
N|=

Ableitung nach x :

a1
x

dz 2 2\/x

dx = 2\/z dt

Das (]r soll ersetzt werden. Innerhalb der Formel ist aber noch ein x enthalten ( \/E ), welches

eliminiert werden muss. Es gilt:

t=a

und deswegen:
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dr = 2t dt
2. Einsetzen:

Es handelt es sich hierbei um 2 Faktoren, welche beide von ¢ abhangig sind. Es wird als nachstes
die partielle Integration angewandt.

1) / sin(v/Z)ds = [~ cos(t) - 2t + / 2 cos(t) di]

Integration: ( /cos(t)dt =sin(t) + C )

/sin(\/f)dx = [—cos(t) - 2t + 25sin(t) + C]
Rucksubstiution mit ¢ = /x :

/Sin(\/f)dx = —cos(v/x) - 2¢/x + 2sin(v/z) + C

CUMENT S\ TEST DOCUMENT SN TEST.DOCUMENT S Document doesn’tiook right?: We'lbhelp you outh SN FES TDOCUMENT SN TES TDOCUMENT S N TEST DOCU
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Partiefle Integration

\,(x).ﬂs\,\'cx) Vo) Ax

www.ingenieurkurse.de/go/
1226a25

Partiefle Integration

€ a-c)-—Sb‘\ ij V) AX

www.ingenieurkurse.de/go/
12349¢b

Partiefle Integration

§ : }hgu\'(&j VX)) AW

www.ingenieurkurse.de/go/
123e2c7
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1.1.4 Partialbruchzerlegung (rationale Zahlen) bei unbestimmten Integralen

Um gebrochen-rationale Funktionen zu integrieren, bedarf es der Zerlegung in eine Summe von
Partialbriichen. Man versucht durch die Zerlegung eine Reihe einfacher Briiche zu erhalten, deren
Integration bekannt und einfach durchfiihrbar ist.

Auch hierbei kann man sich an eine vorgegebene Reihenfolge halten:

|. Durchdividieren

Il. Nullstellen des Nenners bestimmen
Il. Ansatz der Partialbriiche

IV. Bestimmung der Koeffizienten

V. Integration

: / st T 2k G =k 5
Integriere dx
2 -1

|. Durchdividieren

21 daj::z:—Q—i—xQ_l

/x3—2x2—|—x—|—5 2¢+ 3

2x

Fur 1 — 2 besteht keine Schwierigkeit, allerdings kann der Bruch 2—+3 vereinfacht dargestellt
x4 —1

werden:
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Il. Nullstellen des Nenners bestimmen

3:2—1—):51:1,:52:—1

lll. Ansatz der Partialbriiche

2+ 3 A B

GO+l o-1 241

IV. Bestimmung der Koeffizienten

Hierbei muss man die neuen Zahler A und B bestimmen. Es empfiehlt sich die "Zuhaltemethode".

Fiir A: Multipliziere beide Seiten der Gleichung in lll. mit - — 1 und kirze.

2$—|—3_A+B(£C—1) |

Tz +1 x+1

Setzt mannun g = 1 [Nullstelle von 4 — ] ] so erhalt man:

243 B-0 D
A+ — 5 A==
2 141 2
Fiir B: Multipliziere beide Seiten der Gleichung in Ill. mit o» 4~ 1 und setze 4 — —1 ein. Man
erhalt:
-2+4+3 1
— “"—-B—B=—-
—2 2
Es ergibt sich:

V. Integration

5 dx 1 dx
— —9 z _ -
/(aj )dx+2/$—1 2/:1;+1
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2
x 5) 1
=——-2r +-lnjzr—1]—-lnjz+1]+C
. “Inje —1] = 5lnje +1
11.5 Integration nicht-rationaler Zahlen bei unbestimmten Integralen

Im Gegensatz zu den bisherigen rationalen Funktionen, existiert fir nicht-rationale Funktionen
kein allgemeines Rechenverfahren um die unbestimmten Integrale zu berechnen. Zur Lésung diese
Problems greift man auf bisher erlernte "Werkzeuge" zurtick.

Durch Substituieren lasst sich der Integrand rationalisieren und nach Bedarf anschlieflend mittels
Partialbruchzerlegung integrieren.

Ein derartiger Fall wird im Folgenden anhand einer Wurzelfunktion exemplarisch vorgerechnet.

Gegeben sei

Um diese Wurzelfunktion zu integrieren bedarf es der Substitution:

I. Man substituiert: 3/ = ¢ und I6st diese anschlieBend nach x auf.

Vo=t—>a=1¢

Il. Danach leitet man ,. — t3 nach ¢ ab und erhalt

lll. Die ermittelten Substitute setzt man ein und kurzt:
/ dx _)/Stzdt_g/tdt
V(Y +1) tt+1) t+1
IV. Als nachstes erweitert man den Zahler mit (—|—1 — 1) und zerlegt das Integral:
t dt t+1— 1 t+1 —1
3 —:3/ il /Ldt+3/—dt
t+1 t+1 t+1

V. Im letzten Schritt kann man die Integrale auflésen und die Funktion rlcksubstituieren:

Document doesn't look right? We'll help you out!
o€ele 17 VoIl £y


https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301945?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

dt

Im obigen Beispiel war eine Partialbruchzerlegung nicht erforderlich, wird aber nach Bedarf wie
bisher erlernt angewandt.

1.2 Bestimmte Integrale

Die geometrische Interpretation eines bestimmten Integrals ist die Flache unter einem
Funktionsgraphen f(z). Das Intervall [a,b| wird dafiir in mehrere Teilintervalle [z;, ;.4

zerlegt, um den Flacheninhalt unter dem Funktionsgraphen im Intervall [a7 b] zu ermitteln.

a

GEE et
(1}

S8n =M,

M,

1

/ Ty T T Ty Ty frs

Bestimmtes Integral

Sei f(x) eine auf dem Intervall [a,b] stetige Funktion. Wird das Intervall
[a,b] in n gleiche Teilintervalle [z;, ;1] derLénge zerlegt, so existiert fiir
f(;zj) in jedem Teilintervall sowohl ein Maximum }\/; als auch ein Minimum

m; .

In den Teilintervallen [x;, ;1] giltalsostets: m,; < f(x) < M,
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Obersumme und Untersumme

Die Obersumme berechnet sich wie folgt:

Die Obersumme ist die komplette Flache des Rechtecks. D.h. sowohl der in der obigen Grafik griin
gekennzeichnet Bereich, als auch der in der Grafik blau gekennzeichnete Bereich. Die Flache dieses
Rechtecks berechnet sich nach der obigen Formel. Die Summe aus allen Rechtecken ergibt dann die
gesamte Obersumme. Allerdings entsteht hier ein kleiner Fehler; Die Obersumme berechnet zu viel
(Flache Gber dem Graphen).

Die berechnet sich:

Die Untersumme hingegen ist nur der mit griin gekennzeichnete Bereich. Die Flache dieses Rechtecks
berechnet sich nach der obigen Formel. Die Summe aus allen Rechtecken ergibt dann die gesamte
Untersumme. Allerdings entsteht hier ein ebenfalls ein kleiner Fehler: Die Untersumme berechnet zu
wenig. Es fehlt also ein Teil der Flache.

Fehler beheben

Diese Fehler kann man beheben, indem man unendliche viele Teilintervalle verwendet. Je mehr
Rechtecke unter dem Graphen, desto kleiner wird der Fehler.

Das bedeutet also: Lasst man 1, — oo streben, gehen die Langen der Teilintervalle gegen Null. Ist

die Funktion f(x) stetig, so besitzen die Ober- und Untersumme einen gemeinsamen Grenzwert:

lim S, = lim s, =1
n—oo n—oo

Dieser gemeinsame Grenzwert [ heilt:

Das Bestimmte Integral von ¢ bis } der Funktion

1.2.1 Hauptsatz der Differential - und Integralrechnung

Man greift selten auf die Definition mit dem Grenzwert zuriick um ein bestimmtes Integral zu
berechnen. Stattdessen verwendet man fir die Berechnung bestimmter Integrale einen Satz, welcher
auf die Berechnung unbestimmter Integrale zuriickzufiihren ist:

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Ist F(x) eine Stammfunktion der stetigen Funktion f(g:) ,also [ so gilt:
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F(b)

F(a)

Flachenberechnung

Gegeben sei die Funktion f(x) = 3x2 . Bestimme das bestimmte Integral im

Intervall [17 3] .
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80

B0+

S0

304

204

10

-104

Beispiel: Bestimmtes Integral

In der obigen Grafik ist der orange markierte Bereich die Flache der Funktion im Intervall [17 3} . Diese
Flache liegt bei 26.

X

Gegeben sei die die Funktion: f(xz) = e . Bestimme das bestimmte Integral

im Intervall [O, 1] )

1
/ex:[em]é:el—eoze—l
0

Rechenregeln

Summenregel:
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b

/bf(:zz)dx:tg(x)sx _ /f(x)d:c:t/bg(x)d:c

a

Faktorregel:
Intervalladditivitat:

Vertauschen der Integrationsgrenzen:

1.2.2 Integration durch Substitution bei bestimmten Integralen

Bei bestimmten Integralen ist eine Auflésung durch Substitution auf zwei Arten mdglich. Das folgende
Beispiel soll dies naher verdeutlichen.

2
2
Gegeben sei ein bestimmtes Integral / 22 € dx , welches integriert werden soll.
0

1. Mitsubstituieren der Grenzen des bestimmten Integrals

2
/ 21 e dx
0

Zuerst substituiert man  mit

dt
— doe = —
2x
Man erhalt:
)

4
dt
2xet2—:/et dt = [e']y =e* -1
T

0

g=1(0)

Da x zwischen () und 2 lauft, lauft + — .2 zwischen () und 4 . Durch das Mitsubstituieren

der Grenzen, erspart man sich das Ricksubstituieren von ¢ .
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2. Losen als unbestimmtes Integral und anschlieBendes Einsetzen der
Grenzen

Riicksubstituieren und einsetzen der Grenzen:

Beide Vorgehensweisen liefern ein identisches Ergebnis.

1.2.3 Partielle Integration bei bestimmten Integralen

Die partielle Integration bietet sich an, wenn die Stammfunktion zu 1w bekannt oder leicht zu

berechnen ist und der Integralausdruck auf der rechten Seite einfacher zu berechnen ist.

Sei [a.b] ein Intervall und w, v : [a,b] — R zwei stetig differenzierbare

Funktionen, dann gilt:

1
Gegeben sei das bestimmte Integral: /em T dx -
0

Es qilt:

Gegeben sei das bestimmte Integral:
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Es qilt:

1.3

0—

N | —

Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale unterscheiden sich von anderen Integralen dadurch, dass der Integrand

f(x) nur teilweise stetig und folglich beschrankt ist.

Sie werden als Grenzwerte von bestimmten Integralen definiert und auf gleiche Weise zur
Flachenberechnung benutzt. Jedoch erstrecken sich diese Flachen ins Unendliche und besitzen
demnach auch keinen endlichen Flacheninhalt.

74

T T
o 11

-
-
o

T T T T T
o 1 2 3 4 5 -]

Uneigentliche Integrale

Wie man in der obigen Grafik erkennt, nahert sich die [y rve der Geraden, die parallel zu y-Achse

verlauft, an, beruhrt sie aber nicht. Dh. es existiert kein Grenzwert und dementsprechend auch kein

endlicher Flacheninhalt. Soll jetzt die Flache im Intervall [07 1] berechnet werden, kann man nicht

1
einfach das Integral der Funktion /f(x) verwenden, weil f(x) nichtim ganzen Intervall [0, 1]
0

definiert ist.
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Stattdessen kann man folgenden Ausdruck verwenden

1 1
/f(x) mit ) < q < 1 undden Grenzwert bestimmen 1im / f(x)-
a

a—0
a

Existiert ein entsprechender Grenzwert, so nennt man das uneigentliche Integral konvergent, existiert
kein Grenzwert spricht man von divergent.

Gegeben sei die Funktion: f(z) =

-

12

10

o 2 4 B B 10 12 12

Uneigentliches Integral

Als erstes wird der Flacheninhalt im Intervall [0, 1] bestimmt:
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1
Der Flacheninhalt der Funktion f(z) = 7 im Intervall [0, 1] betragt 2 .
T

Man unterscheidet 2 Typen von uneigentlichen Integralen:
Typ | Integrale mit unbeschrankten Integrationsintervallen

Typ Il Integrale mit unbeschrankten Integranden
1.31 Uneigentliche Integrale Typ 1

Typ | Integrale mit unbeschrankten Integrationsintervallen

<1
la, o0) z.B./ —dx
1

X

Wie in der obigen Funktion besitzt das Integral vom Typ | immer mindestens eine Integrationsgrenze,
die den Wert unendlich hat.

Da das uneigentliche Integral als Grenzwert von bestimmten Integralen definiert ist, besitzt es
folgenden Ausdruck:

/OO f(x)dx = lim Tf(x)d:c.

r—00
a

Vorgehensweise

,
Zuerst ist das Integral / f(x)dx in Abhangigkeit von 7 zu berechnen und von diesem
(07

Ergebnis anschlieRend der Grenzwert fir » — o¢ zu bestimmen. Diese Mdglichkeit ist jedoch nur
gegeben, wenn Uberhaupt ein Grenzwert existiert.

<1
Bestimmte den Grenzwert fir das uneigentliche Integral —dx .

. Ve

1. Entfernung der Wurzel durch Umformung

* 1 4
—dxr = / 2 dx .
/1 VT 1
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2. Untersuchung des Grenzwertes

.,
) -1
lim 2 dx .

r—00 1

3. Berechnung des bestimmten Integral in Abhangigkeit von 7

/ 27 dy = 22
1

4. Berechnung des Grenzwertes

N[

=2y -2

daraus ergibt sich, dass das uneigentliche Integral nicht existiert.

Ist hingegen das Intervall auf beiden Seiten unbeschrankt, so zerlegt man dieses an einem gewabhlten
Teilpunkt in zwei Teilintervalle und betrachtet diese anschlieRend getrennt voneinander. Liefert das
Ergebnis, dass beide Teilintegrale einen endlichen Wert besitzen, so existiert auch das
Gesamtintervall.

1.3.2 Uneigentliche Integrale Typ 2

Typ Il Integrale mit unbeschrankten Integranden

Hierbei handelt es sich um Integrale, deren Integrand f(g:) am Rand oder im Innern des

Integrationsintervalls [a, b] an mindestens einer Stelle unbeschrankt ist [eine Polstelle besitzt].

Befindet sich die Polstelle P am Rand } , so ist die Funktion wie folgt :

p
/f(:l:)dx , D ist hier die Polstelle der Funktion f(:g) .

a

Als einseitiger Grenzwert von bestimmten Integralen ist das uneigentliche Integral wie folgt definiert:

T

lim f(x)dx
r—p,r<p

7 nahert sich in diesem Fall ausschlieBlich von links der "kritischen Stelle" P .
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Ware die untere Integrationsgrenze die Polstelle P = &, so wirde man sich dem Grenzwert von
rechts nahern:

lim f(x)dx

r—>p,r>p

1
1
Betrachte das Integral: - dzx .
1—=x
0

=

14 1

124

]
e

-4 -3 -2 -1 0] 1
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Integrale mit unbeschrankten Integranden

1
1
—d
/\/1—1’ ‘

0

Es ist direkt ersichtlich, dass 4 — ] eine kritische Stelle darstellt, da die Wurzel aus Null nicht

moglich ist: D.h. die Funktion ist an der Stelle - — 1 nicht definiert — Polstelle.

1. Umformung der Wurzel

/1(1 —z)"2dx .

0

2. Betrachte den einseitigen Grenzwert
3. Berechne das bestimmte Integral

4. Bestimme den Grenzwert

Der Flacheninhalt der Funktion im Intervall [0, 1] betragt 2 .

Besitzt der Integrand f(x) im Inneren des Integrationsintervalls eine Polstelle P , so muss das

Integral an dieser Polstelle & = P erneutin 2 uneigentliche Integrale aufgespalten werden. Hierbei
ist T = P fur das eine Integral die obere und fir das andere Integral die untere Grenze. Auch hier

gilt: Liefert das Ergebnis, dass beide uneigentlichen Teilintegrale einen endlichen Wert besitzen, so
existiert auch das Gesamtintervall.
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1 Formelsammlung
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Unterscheidung von Mengen
Mengenoperationen
Rechenregeln fiir Mengen

2. Reelle Zahlen
Ungleichungen
Einfache Ungleichungen
Bruchungleichungen
Betragsungleichungen
Intervalle
Supremum, Infimum, Maximimum, Minimum
Betrage: Rechenregeln
Vollstandige Induktion
Fakultat
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Beispiel: Binominalkoeffizient

2. Vektorrechnung
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1 Formelsammlung

In diesem Kurstext findest du die Formelsammlung zu unserem Online-Kurs Héheren Mathematik 1.
1. Mengenlehre

Zahlenmengen

Bezeichnung Zeichen Beispiel
Nattirliche Zahlen N N=1{1,2,3,...}

Ganze Zahlen 7 Z=A.,-2,-1,0,1,2,...}
Positive ganze Zahlen 7+ 7t =1{0,1,2,,..}
Negative ganze Zahlen /A 7= ={..,-3,-2,-1,0}

Rationale Zahlen Q Q= {§|p, q €L}
Reelle Zahlen R Q +irrationale ZahlenzB. 7, /2 ...

Document doesn't look right? We'll help you out!
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Unterscheidung von Mengen

Bezeichnung

leere Menge
nicht leere Menge
endliche Menge

unendliche Menge

abzahlbare unendliche
Menge

Uberabzahlbare unendliche

Menge

Disjunkte Mengen

Aquivalente Mengen

Teilmenge

echte Teilmenge

Mengenoperationen

Als Beispiel werden

Document doesn’t look right? We'll help you out!

Beispiel

A={r eR|z*+5 =0}

A={r cR|z* - 16 =0}

A={xeN|z+3>10}
A={zxeN|z+3> 3}

A={zeR0<z <1}

A =1{5,6,7} und
B ={8,9,10}
A=1{5,6,7} und
B ={5,6,7}
A={5,6,7} und
B ={5,6,7}
A={5,6,7} und
B ={5,6,7,8}
Mengen aufgefihrt

M =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} .

Lésung

A= {0}

A={12 .6}
A =18,9,10,...,00}

A=1{4,5,6,...,00}

alle reellen Zahlen zw. 0
und 1

keine gemeinsamen
Elemente

Identische Elemente

ACB

und die Obermenge

oele o von 14
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Bezeichnung Lésung Verbal

Zusammenfassung aller Elemente
AUB=1{1,2,3,4,5,6,7} diein A oderin B

oder in beiden vorkommen.

Vereinigung U

Zusammenfassung aller Elemente

Durchschnitt N ANB = {2’ 3} die in UND vorkommen.
B
Zusammenfassung aller Elemente
A\B _ {17 5} diein A abernichtin B
vorkommen.
. Zusammenfassung aller Elemente
Differenz '\ B\A = {4,6, 7} dio

in B abernichtin A vorkommen.

Zusammenfassung aller Elemente
aus
einer gegebenen Grundmenge )\/[ ,
A= {0,4,6,7,8,9,10} - die nicht zur Menge A gehéren.
Zusammenfassung aller Elemente

B=1{0,1,5,8,9,10} aus

einer gegebenen Grundmenge )\/f ,

Komplementarmenge

die nicht zur Menge B gehoren.
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Rechenregeln fiir Mengen

Bezeichnung Formal Verbal

Argumente einer Operation
kénnen
vertauscht werden, ohne
AUB=BUA dass
Kommutativgesetz ANB=BNA sich am Ergebnis etwas
andert.
Gliltig fur: Vereinigung und
Durchschnitt

Verkettung von
mathematischen
Operationen kénnen in
jeder
(A N B) NC = (B N C) NA=.. beliebigen Reihenfolge
durchgefihrt
. werden, ohne dass sich
Assoziativgesetz (A U B) Ul = (B U C') UA= .. am
Ergebnis etwas andert.
Gliltig fur: Vereinigung und
Durchschnitt

Vereinfachte Darstellung
AN(BUC)« (ANB)U(ANC) bei der
Verkettung von
Operationen,
AU(BNC) <+ (AUB)N(AUC) ohne dass sich am
Ergebnis etwas andert.
Glltig fur: Vereinigung,
AN (B\C) A (A N B)\(A A C) Durchschnitt

und Differenz

Distributivgesetz

- - Regel die angewandt
(A U B) ~+ANDB werden kann
um auch hier eine
vereinfachte
Darstellung zu erhalten.

Regeln von de
Morgan

2. Reelle Zahlen

Reelle Zahlen R umfassen sowohl die rationalen Zahlen Q (als Bruch darstellbar; endlich oder

periodisch) , sowie die irrationalen Zahlen R\Q (nicht als Bruch darstellbar; unendlich viele, nicht

periodische Nachkommastellen).

Bekannte Beispiele flr irrationale Zahlen sind \/§: 1,4142... und die

Kreiszahl 7 = 3,1415... denn diese sind nicht als Bruch darstellbar und
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1
haben unendlich viele, nicht periodische Nachkommastellen. Hingegen ist — als

Bruch darstellbar und periodisch und gehdrt deswegen den rationalen Zahlen an.

Reelle Zahlen R ={ x| x ist eine rationale oder irrationale Zahl}
Reelle Zahlen ohne Null R*={x|x £ Oundx € R}
Nicht negative reelle Zahlen Ri={x|x > 0undx € R}
Positive reelle Zahlen R} ={x|x>0undx € R}
Nicht positive reelle Zahlen R_={x] < O0undx € R}
Negative reelle Zahlen R* ={x|x<0undx € R}

Ungleichungen

strikte Ungleichung <Y, x><
nicht strikte Ungleichung <y, x>y
¢ MERKE

WICHTIG: Bei der Multiplikation bzw. Division einer Ungleichung mit einer
negativen Grole, kehrt sich das Ungleichzeichen um.

Einfache Ungleichungen

1 1

4
——x — —x < —— Wie bei Gleichungen nach x aufldsen. Bei Multiplikation mit negativer

2

GroRe das Ungleichzeichen umdrehen. Ergebnis: o > Angabe der Ldsungsmenge:

ot] co

8
{x€R|xZg}-

Bruchungleichungen

3z +1

— <2
r— 2

1. Zunachst wird der Nenner betrachtet. Da hier bei o — 2 dieser Null wird und durch Null nicht

Document doesn't look right? We'll help you out!
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geteilt werden darf, muss hier ;; — 2 als Lésung ausgeschlossen werden: {z € R|z # 2}

2. Es wird dann als nachstes alles auf eine Seite gebracht:

3 1

T — 2

3r+1 2<0
r—2 1

3. Und alles auf einen Nenner gebracht:

(Br4+1)-1 2z —2)
m—m-1_1mx—m<o

3z +1—2(x—2)

0
(x—2)
3r+1—2x+14
<0
(z —2)
T+ 5
—— <0
(z —2)

4. Fallunterscheidung vornehmen:

Da zx 7é 2 muss eine Fallunterscheidung vorgenommen werden. Zum einen fir 1 < 2 und zum

anderen fur ¢ > 2.
Fir den Fall, dass 4 > 2 in den Nenner eingesetzt wird, wird der Nenner positiv.
Fir den Fall, dass - < 2 in den Nenner eingesetzt wird, wird der Nenner negativ.

Es wird nun die obige Gleichung mit dem Nenner auf beiden Seiten multipliziert:

T +5
(x —2

<0 |(z—-2)

4a) Es wird nun zunachst die Lésungsmenge flir - > 2 gepruft. Dort wurde der Nenner positiv. Hier

wird wie bei den obigen Ungleichungen vorgegangen. Da mit einem positiven Wert multipliziert wird,
bleibt die Ungleichung bestehen:

r+5<0

T < -5
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Diese Ungleichung ist fir 4: > 2 nicht erflllbar. Werden Werte groRer als 2 eingesetzt, so resultiert
niemals ein Wert kleiner als -5. Diese Losungsmenge ist leer.

4b) Als nachstes wird die Lésungsmenge fir o < 2 geprift. Hier wird der Nenner negativ. Es

wird also mit einem negativen Wert multipliziert und demnach muss das Ungleichzeichen umgedreht
werden:

r+5>0
T > —H
Fir 1 < 2 kann die Ungleichung erfullt werden:

{reR|-b<x<2}

Betragsungleichungen
43—z —|x+5/ <3

1. Der Betragsterm |3 — g:| wechselt bei (auflésen nach 1) 5 = 3 sein Vorzeichen. Das

bedeutet also bei 1 > 3 wird der Betragsterm negativ, wohingen bei 5 < 3 der Betragsterm
positiv wird.

2. Der Betragsterm |z + 5| wechselt bei = —5 sein Vorzeichen. Das bedeutet, dass bei

x > —5 der Betragsterm positiv wird und bei ¢ << —5 negativ.
3. Es werden nun die folgenden Falle betrachtet:
1.Fall: y <« —5,2.Fal: —5<gx<J3,3Fal x>3

4. Fallunterscheidung vornehmen:

4a)1.Fall: <« —5
43 —12) — (—(z+5)) <3

Bei 1 <« —5 wird der 1 Betragsterm positiv und der 2. Betragsterm negativ. (Ungleichheitszeichen
muss bei der Umformung umgedreht werden).

>14
x _
- 3

Da fur o <« —§5 die Ungleichung nicht erfullt werden kann, ist die Lésungsmenge leer.

4b)2.Fall: —5 <z < 3

Document doesn't look right? We'll help you out!

oele o von 14


https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true
https://docraptor.com/doc_logs/392301946?open_help_request=true&watermark_link=true

m~ — iNngenieur
Document doesn’t look right? We'll help you out!

A(3— 1) — (z+5) <3

Bei —5 <x <3 wird der 1 Betragsterm positv und der 2. Betragsterm positiv.
(Ungleichheitszeichen muss bei der Umformung umgedreht werden).

4
Unter der Voraussetzung —5 < x < 3 erhélt man als Teilldsung:

{z €R|0,8 < z < 3}

4c)3.Fall: x > 3
A-B3-2))—(z+5) <3

Bei 1 > 3 wird der 1 Betragsterm negativ und der 2. Betragsterm positiv. (Ungleichheitszeichen wird

bei der Umformung nicht umgedreht).

20
r < —
- 3

Es existiert auch hier eine Lésung,da x > 3 und oy < — = 6,67 eine Losung angeben:

{z €R3< 2 < 6,67}

Document doesn't look right? We'll help you out!
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Intervalle
Bezeichnung

Offenes
Intervall

Geschlossenes
Intervall

Halboffenes
Intervall

Unendliches
Intervall

Supremum, Infimum, Maximimum, Minimum

Document doesn’t look right? We'll help you out!

Beispiel

(a,b) == {z € Rla < z < b}
[a,b] == {z € Rla < x < b}
(a,b] = {z € Rla < = < b}
a,b) == {x € Rla < z < b}

(—o00,b] :={zx € Rlz < a}

Analog dazu (—00, b) und

(a,00).

Beschreibung

Beinhaltet die Randpunkte g und }
nicht.

Beinhaltet die Randpunkt a und }

Beinhaltet den Randpunkt @ nicht, aber
den Randpunkt } .
Beinhaltet den Randpunkt ¢ aber nicht
den Randpunkt } .

Geschlossene rechte Grenze und eine
linke unendliche Grenze.

Geschlossene linke Grenze und eine
rechte unendliche Grenze.

Supremum ist die obere Schranke eines Intervalls. Es ist auch gleichzeitig das Maximum, wenn es sich
um eine geschlossene rechte Grenze des Intervalls handelt.

Infimum ist die untere Schranke eines Intervalls. Es stellt auch glechzeitig ein Minimum dar, wenn es
sich um eine geschlossene lonke Grenze des Intervalls handelt.
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Intervall

[4,8]
(4,8)

(4,8]
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4 Infimum, Minimum

& Supremum, Maximum

4 Infimum

& Supremum

4 Infimum

& Supremum, Maximum
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AInfimum, Minimum < /p ><p >8 -la|\leale|a| |-a|=l|a| [ab| = |a|lb| |\frac {a

{b}| = \frac {|al} {|b} falls b\notin 0 [a|\leb \leftrightarrow -bllealleb A(1) n=1

< br >< br > 2.Induktionsschritt : An+1) n>1 folgtaus An) dieAussage
A(n+1) 1+ 2+ 3.... + n=\frac{n(n+1){2} \sum_{i = 1}*n i = \frac{n(n+1)K2}
< br ><br >< /p ><p >< strong > 1l.Induktionsschritt :< /strong >
/p><p>
i=1:n=1.< /p><p> (linkeSeite) :\sum_{i=1}" i=1
< [/p ><p > (rechteSeite) : \frac{1(1+1){2} =1 i=2:\sum_{i = 1}*21+2 =3 ynd
\frac{2(2+1)42} = 3 [Aussagestimmt] < /p >< p >i=3:\sum_{i = 1}'3
1+42+3 =\frac{3(3+1){2} =6 1=2,3,4,... stattdessen i=n+1 i=n+1:< /p ><p>
\sum_{i = 1W\{n+1} i
< [p >< p >< br > Dieskannmanauchschreibenzu :< /p >< p > =\sum_{i=
Wi+ (n+1) < /p ><p> Eswirddemnachvon i=1,..,n n+1
hintendrau faddiert. < br >< br >< [p >< p > Finsetzenvon : \sum_{i = 1}"
i = ffracin(n+1){2} :< /p >< p > =\frac{n(n+){2} +(n+1) < /p >< p >
= \frac{n(n+1)}{2} + \frac{2(n + 1){2} < /p >< p > =\frac{n(n+1) +2(n + 1)K2}
< [p ><p >=\rac{n®2+3n+2}{2} n=n+1 eingesetzt :< /p >< p > \frac{(n + 1) (n
+1+ 142} < /p >< p > =\rac{(n + 1) (n + 2)}2} < /p >< p > =\frac{(n"2 + 2n + n + 242
[4’ 8) < /p >< p > =\frac{(n"2 + 3n + 22} \begin{equation} n! =\begin{cases} 1 & \text{fur } n <2\
1 \cdot 2 \cdot 3 \cdot ... \cdot n & \text{fiir } n \ge 2 \end{cases} \end{equation}
< [p><p > Beispicle :< [p><p>0=1</p><p>1"=1</p><p>
21=2\cdot1=2 < /p >< p >3!=3\cdot2 \cdot 1=6
< [p >< h3 > Binominalkoef fizient < /h3 >< p > {n\choose k} := \frac{n!}{k!(n
K} < /p><p> Esgilt :< /p><p > (1){n\choose 0} =1 {n\choose n} = 1
. < /p>< p > (2){n\choose k} + {n \choose k-1} = {n+1 \choose k} {n \choose k} n

Elementengenau k {49 \choose 6} = \frac{49!}{6!(49-6)!} = \frac{49!}{6!43!} < /p ><p>
=\frac{\not1*\not2*\not3*..."\not4 3*44*45*46*47*48*49}{(1*2*3*...*5*6)(\not1*\not2*\not3*..."\not4 3)} =
\frac{44*45*46*47*48*49}{1*2*3* . *5*6} = 13.983.816 (0,0)
undzeigenau feinenbestimmten Punkt.Z.B.beginntderV ektor \vec{a} = (4,3)
imUrsprungundzetgtau f den Punkt A4,3)

. < [p >< tableborder = 70" >< tbody >< trstyle = "height :
48px;” >< tdstyle = "text — align : center;height : 48px;” >< p >
AdditionvonVektoren < [p >< [td >< tdstyle = "text—align : center; height
A48px;” ><p >

\vec{a} +\vec{b}=(a_1+b 1,a 2+b 2,a 3+b_3) \vec{a}-\vec{b}=(a_1-b 1,a 2-b 2,a3
b_3)
< [p >< [td >< [tr >< trstyle = "height : 107.625px;” >< tdstyle =
"text—align : center; height : 107.625px;” >< p >< br >< br > SkaliereneinesV ektor
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\vec{a}
< /p >< Jtd >< tdstyle = "text—align : center; height : 107.625px;” >
p >
s\cdot\vecfa} < /p >< p >s>0 0<s<1 Vektorwirdkleiner < /p >< p >s<
0 \vec{a}
< /p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height : 48px;” ><
>
[\vec{a}| = \sqrt{a_172 + a_2"2 + a_3"2}
< /p >< [Jtd >< [tr >< trstyle = "height : 85px;” >< tdstyle =
"text—align : center; height : 85px;” >< p > BerechnungdesFEinheitsvektors -
/p >< p > zueinemV ektor
\vec{a}
< /p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height : 85pz;” ><
p>< br >
\vec{e} {\vec{a}} = \frac{1}{|\vec{a}|} \cdot \vec{a} A 9ynd B

. < [p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height : 122px;” ><
p > DieOrtsvektorenzudenPunkten

A yund B sind :< /p >< p > \vec{a} ynd \veclb} . < /p >< p > \vec{AB} = \vec{b} -
\vec{a} < / p >< p > \vec{BA} = \vec{a} - \vec{b}

< Jp >< [td >< [tr >< trstyle = "height : 35px;” >< tdstyle =
"text — align : center;height : 35px;” >< p > Dreiecksungleichung <
/p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height : 35px;” ><p >
[\vec{a}| + |\vec{b}| \ge |\vec{a} + \vec{b}|
< [p >< [td >< [tr >< trstyle = "height : 135px;” >< tdstyle =
"text—align : center; height : 135px;” >< p >< br >< br > Skalarprodukt -
/p >< [td >< tdstyle ="text — align : center; height : 135px;” >< p >
\vec{a} \cdot \vec{b} \begin{cases}|\vec{a}| \cdot |\vec{b}| \cdot \cos (\varphi) & \text{fur} \; \; \vec{a},
\vec{b} \neq 0 \\\; 0 & \text{fiir} \; \; \vec{a} = \vec{0 } \; \text{oder} \; \vec{b} = \vec{0} \end{cases}
< [p><p>bzw. <br >< br >< /p >< p > \ec{a} \cdot \vec{b} =|\vec{a}| \cdot
[\vec{b}| \cdot \cos (\varphi)=a_1\cdotb_1+a 2\cdotb 2+ a_3\cdotb_3
< [p >< Jtd >< [tr >< trstyle = "height : 8Tpx;” >< tdstyle =
"text—align : center; height : 8Tpx;” >< p >< br > WinkelberechnungzwischenzweiV ektoren

br >< br >< [p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height :
8Tpx;” ><p>< br >

\cos (\varphi) = \frac{\vec{a} \cdot \vec{b}}{|\vec{a}| \cdot |\vec{b}|} = \frac{a_1b_1+a 2b 2 +
a_3b_3¥{\sqrt{fa_122 + a_2"2 + a_3"2} \cdot \sqrt{b_172 + b_2"2 + b_3/2}}

< [p >< [td >< [tr >< trstyle = "height : 96px;” >< tdstyle =
"text — align : center; height : 96px;” >< p > OrthogonaleZerlegungvon
\vec{a} \vec{b}
< /p >< [td >< tdstyle = "text — align : center; height : 96px;” ><
p >
\vec{x} = \vec{a} - \frac{\vec{b} \cdot \vec{a}}{\vec{b} \cdot \vec{b}} \cdot \vec{b}
< / p><p>mit < / p >< p > s =\frac{\vec{b} \cdot \vec{a}}{\vec{b} \cdot \vec{b}}$
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Hier endet die Formelsammlung und auch der Kurs Héhere Mathematik 1.

Ich wiinsche dir viel Erfolg fir deine Priifung und dein Studium.

Jessica
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