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Aufgabe 6)

Injektivitat bedeutet, dass jedes Element der Zielmenge hiéchstens einmal als Funk-
tionswert angenommen wird. Es werden also keine zwei verschiedenen Elemente der
Definitionsmenge auf dasselbe Element der Zielmenge abgebildet.

f(x) ist injektiv, wenn:
Ve, oo € X 111 # 190 = f(a1) # f(r2)
Vep,oe € X @ f(xy) = floa) = 21 = 22

Sujektivitidt bedeutet, dass jedes Element der Zielmenge mindestens einmal als Funkti-

onswert angenommen wird, also mindestens ein Urbild hat. Bild- und Zielmenge stimmen
iiberein.

f(x) ist surjektiv, wenn:

Yyel dJrxeX: flx)=y

Bijektivitat: Eine Funktion ist bijektiv, wenn von dieser verschiedene Elemente des De-
finitionsbereichs auf verschiedene Elemente der Zielmenge abgebildet wird (Injektivitit),
und zusitzlich jedes Element der Zielmenge als Funktionswert auftritt (Surjektivitit).

f(x) ist bijektiv, wenn f(x) injektiv und surjektiv ist.
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)

Fiir Vo € A existiert nur ein y € B = f(x) ist injektiv.

9

0 1] | 1.5 2 25 a

Abbildung 1

FirVere A: flx) #ye Bfir B:={y e R -9 <y < 0} = f(z) ist nicht sur-
jektiv.
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b) Fiir Vx € A existiert nur ein y € B = f(x) ist injektiv.

nar 1 FiurVre A: f(r)=y e B = f(x) ist surjektiv.
naf .

o7 1 f(x) ist injektiv und surjektiv = f(x) ist bijektiv.
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Abbildung 2
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c)

08 F -
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Fiir Vr € A existieren mehr als ein y € B = f(z) ist nicht injektiv.

Fir Vo € A : f(z) # y € B fir B := {y € Ngly > 1} = f(x) ist nicht surjek-

tiv.
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d) Fiir Y € A existieren mehr als ein y € B = f(x) ist nicht injektiv.
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Abbildung 3

FirvVe e A: f(x) =y € B = f(x) ist surjektiv.
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a) Gegeben ist die Funktion f durch

f:RT — f(RT) =]0,2];

2

y = f(a) =27

Gesucht ist die Umkehrfunktion von f ¢ :]0.2[— R™; gly) ==
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b)

Gegeben ist die Funktion t durch
fiRY — fRY) =RY y=fla) =27

Gesucht ist die Umkehrfunktion von f g : R — R™; gly) ==

(1 — ;}7)
y = In
T
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Aufgabe Beweisverfahren

a)

' 2 y
Angenommen 2ab > a* + b?
2 . 2 2
= 0>a’=2ab+b* = (a—b)

Dies ist ein Widerspruch, da 2% > 0 fiir alle 2 € R. q.e.d



Aufgabe Beweisverfahren

b)

i

Va2 +b2 > Va3 + b3
& (a® + %) > (a® + b*)?

< a® 4+ 2a*'0? + ot + v+ 2070 200 > a® £ 24700 +0°
= 3a*h? + 3a%b? > 2a7°D?
aF W70 3(a* 4+ b*) > 2ab

nach Aufgabe a) gilt a® + b* > 2ab, insbesondere also auch 3(a® + b%) > 2ab. Hieraus
folgt die Behauptung.
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Aufgabe 14
a)

Behauptung:



Aufgabe 14
a)

Beweis per Induktion:
Induktionsanfang: n =1

13_1_12

Induktionsvoraussetzung: Formel gelte fiir beliebiges, aber fest n € I,
Induktionsschritt: n+—n +1
Es wird vorausgesetzt:

Tt f

nin+1)

Z i = — (0.1)
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Aufgabe 14
n+1 1 v n 2

a) Z i = Z +(n+1)? (0 (Z i) +(n+1)°
i=1 i=1 i=1

(1) (-n(n. +1)
B 2

)2+ (n+1)°

n?(n*+2n+1) 4n’ +12n°+12n+4

4 4
nt 4L 6n? L 13n?+12n+4
N 4
(n®+2n+1)(n*+4n+4) (n+1)%(n+2)?
N 1 - 4

n+1 2
&)
1=1
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b)
Behauptung:
i ii+1) = n(2n° —|—ﬁﬁn +4) B n(n? —I—‘;'}n + 2 a1

=1

Beweis per Induktion:

Induktionsanfang: n =1
1(2+6+14
1-2= ( +h' +4) =2

Induktionsvoraussetzung: Formel gelte fiir beliebiges, aber fest n € IV,

Induktionsschritt: n—n+1
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n+1 1

Y i(i+1) =) i(i+ 1)+ (n+1)(n+2)

=1 i=1

vy n((n® +3n +2) +3(n+1)(n + 2))

; 3
nn+1)(n+2)+3(n+1)(n+ 2)
3
(n+3)(n+1)(n+2)
3

(n +1)(n* + 5n + 6)
§

(n+1)2((n+1)*+3(n+1)+2))
6
(n+1)(2(n+1)2+6(n+1)+4))
6
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c)

Behauptung:
i ) 1 — qu—l
q =
i=0 L—q
Beweis per Induktion:
Induktionsanfang: n = 0
0 l—q
g =1=——
l—q

Induktionsvoraussetzung: Formel gelte fiir beliebiges, aber fest n € N.

Induktionsschritt: n—n+1
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n—+1 T 1 n+1

2 0 =) d+d" = =+
(e =0

1 — q-rH—l qn—l—l(l o !’f) 1 — q'rH—l 4 qn—-—l . qu—l—f&

1—gq 1—gq 1—gq
1_qu—|—2
- 1—q
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d)
Behauptung:
n® — 6n? + 14 ist durch 3 teilbar

Beweils per Induktion:
Induktionsanfang: n =1
1—-64+14=9=0 mod 3

Induktionsvoraussetzung: Formel gelte fiir beliebiges, aber fest n € .

Induktionsschritt: n—n +1

(n+1) —6(n+1)2+14n+1)=n* +3n2+3n+1-6(n*+2n+1)+ 14n + 14

= n” — 6n° + 14n — 3n? — 9n +9

— -p,"!' — 6n° + 14n — 3n* =3n+3) =0 mod3
nach (IV) wegen des Faktors 3
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Aufgabe 15)

P(A)={U|U C A}

Behauptung: Die Anzahl der Elemente von P(A) ist 2"
Induktionsanfang: n = 0 = P(()) = {} = 2" =1

Induktionsvoraussetzung: Wenn die Menge A n Elemente hat, dann gilt P(A) = 2"
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'} Hohere Mathematik 1
Induktionsbehauptung: Wenn die Menge A (n+1) Elemente hat, dann gilt P(4) =
2n+1

Beweis: s sei A eine Menge mit n+1 Elementen und = € A

P(A) = {U|U C A\{z}} U {U

UCAnNxze A}
Laut Induktionsvoraussetzung hat die erste Menge 2" Elemente. Fiir die zweite Menge
gilt, dass man jedes Element der ersten Menge mit x vereinigen kann, wodurch dies ein

Element der zweiten Menge wird. Somit hat die zweite Menge auch 2" Elemente.

= P(A) = 2" 42" = 2.2" = 2nt!
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1b)
(i)

[0 A A

V2r —4—Vr—1=1, reD
V26 —4—Vr—1=1
V2r—4=1+Vr—1

21 —4 = (14+Va —1)*
2r—4=1+2Vr—1+z—-1

r—4 =2vr-—1
L —
<0 fiir z<4

22 —8r L+ 16 =4x — 4
72— 120 + 20 = 47—
r=10VvVr =2

1“"-u—l-uv.n-lu—--"r
@D

© examio

D = [2,00]
D = [2,0¢]
D = [2,0¢]
D = [2,0¢]|
D = [2,00]
D = [4,0¢]
D = [4,0¢]|
D = [4,0|
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2

Behauptung:

TL
S
k=1

TL
< Z |ay| ap € R
k=1

Beweis durch vollstiandige Induktion nach n:

(IA)

n = 1 trivial

Da wir den Fall n = 2 in Induktionsschritt benutzen wollen, beweisen wir ihn:

a1 + az| < |a1] + |az] 10)° (0.2)
R N I —
=1} =)
SR n.ii + 2a1a9 + n'.g < rﬁ + 2|ajas| + a;g — !’Lii — nj
pam— 2a1as < 2|ajas|v’
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2

Behauptung:

TL
S
k=1

T
< Z |ay| a, € R
k=1

(IV)

TL
S
k=1

T
< z ] ap € R fiirn € N
k=1

(IS)n - n+1

T

Z (g
k=1

n+1 (2}
=

S
k=1

{j"[j’} n+1
<

> laxl
k=1

< + @kt
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Aufgabe 16
a)

Fallunterscheidung..

Menge der Losungen = {—v/3 — 1. — v/2,v/2}

b)

Viz+7T=V3r -1+ iz +8Vz > 3

S Tr+7=3r—-1+2-V4r +8-3xr —1+4xr + 8
S0=2-V/4r+8 -3z -1

& VAr+8=0VV/3r—1=0

1
3

ey —
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Aufgabe 18
d
z|=lr —y+yl <|z—yl+y|
= |z| = |y| < |z —y| (0.3)
Analog

yl=ly—z+z|<|y—of+|z[ =z —y|+ |z
= |yl - |z| < |z -yl (0.4)

Aus (2) und (3) folgt

] = |y|| < |z =y
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b

Behauptung
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Beweis

n N n n! N n!
k+1 k) (k+D!(n—k—-1)  k(n—k)
nl(n — k) (k+ 1)n!

Er D (n—k-1Dl(n—F = (k+ Dki(n— k)
nl(n — k) (k+ 1)n!

E+Dln -k s D(n—F)!
nl(k+1)+nl(n—Fk)

 (k+ D (n—k)
nlin—k+k+1)

 (k+D!(n—k)!

nl(n+1)
(k+Dl(n+1—(k+1))!

n-+1
o\ k+1
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Aufgabe 22) ,
a) s}
z+2 05F
z-I—l‘ =2

04t
r+yi+2 ‘ 1. P
Wi_z |z + iy + 1 ;|
Tt yi+2 =2 |z+yi+l it
\/(I+2)2+y2—2'\/(x+1)2+y2 ()? '”‘/

4

=0

.-;!':2—|—Ll.-;!':—|—4—|—y2—Ll;r:2+8;r:_|_4_|_4y2 1.2

—3y? = 3x° + 4x

_p2_ 4
“y—\/ s X
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b)

rxtyit1
I'm( TR ) =0

xtyi+l  2ae—2yi
IT”( 2x+2yi 21*—2'9'?:) 20

Gl | f ___:.2_:..'
IT.’?,(‘EJ' +2x42y jgju.) :_} 0

das+4y*
—2y >0
y <0

© examio

c)
27 = 392i
r =322 =32

I'm(32i)

I's

Sing =

Ip = \/s_z ﬁ’[ TTH%”

2k ;

2 = 2 - elpitF

)

—14@—%

B=10.1...4

E=01.4
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Aufgabe 24

a¥
~

3

T 2=0

(2% =1) =0

=0Nn(z%=1)=0

z21=0A2%=1

21 =0A zp = m . (crjs(z'g'k) + - sin(z'?'k))k —0.1.....5

(R
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Aufgabe 24
a)

Cntem St B i v e st o s, St i o

[DSWe b \A09RA-3 /08 a0
|
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Aufgabe 26
a)

(@ )nens (by)nen seien zwei Nullfolgen. Dann gilt:
L. (a, - by)nen ist Nullfolge.
2. (a¥),en mit k € N ist Nullfolge.

3. (¢-an)peny mit ¢ € R ist Nullfolge.
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Beweis:

1. Sei =z > ().
(@n)nen, (bn)nen seien zwei Nullfolgen.

=3dN, e NVn > N :|a,| < Ve
AN, e NVn > N : |b,| < Ve

= AN = max{N;,No} Vn > N :la, b,| < Ve -Ve=¢

© examio
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2. Seiz >0
(@ )nen sel eine Nullfolge und £ € N.

= AN e NVn > N :|an| < /=

) ik ok
= AN eN VYn>N:l|a¥| =la,|F < ¥ =¢

Ein Beweis durch vollstindige Induktion ist auch moglich, wobei im Induktions-
schritt der Induktionsanfang, die Induktionsvorrausetzung und Teilaufgabe (26a

1.) benutzt werden.
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3. Sei |l >0
(@ )nen sei eine Nullfolge und ¢ € R.

= INeNVn>N:|a,| <¢
= lc-ay| = |c| - |an| < |e| - €
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Aufgabe 27)
a) b)

; 3
] - — - P ; —f:, +4n2—9
lim vVn2 —5n+6—n - = btn lim 2
T—3 o0 VnZ—hn+6+n n—oo 2n34+ L n,-l—l].
112—_5n—|—fi—u2 1_;._|_i _qq
Vuz—ﬁ'ra—l—fi—l—u — 2%% rt”
ni +4 g‘l’;‘T
. —hn—+6G . n 1
nd 5 6o, " n - % — L
L ;E_E F-l_” 5]
—hn G
_ n_ T
2 5 6
n ns o9y U1
n'\/;? n n‘+ mn
_3
T 2
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1_1__._l_ 1 ”{—ljn_l

]iIﬂ 39 i Fi_
n—00 ”

1_[_%:”1

1—(—4)
o T

3-(1—(—4)") n
T dn ‘n

3 1
Gt i )

© examio

d)

2 v 2
: n<+2 4An<+1
Jm ()

- (TLQ-I-I-i—l)-’lnz-l—l
nZ+1



q Hohere Mathematik 1

Aufgabe 28
a)

Die Negation der Definition fiir Canchy-Folgen lautet: d= > OVN € IN : dmn = N
\a,, —a,| > = . Behauptung:

iy 1= n2 + cos (n) ist keine Cauchy-Folge
Beweis: Sei £ := 1 und N € N beliebig. Setze n := N und m = N + 1. Dann ist

|am — an| = [N2+ (N +1)2 + cos (N) + cos(N + 1)
=| N2+ N2+ 2N +1+cos(N)+cos(N+1)|>>3
e e e /

- —F Se——— S ——
R €[—1,1] €[~1.1]

rry

=

Somit ist nach a) a, keine Cauchy-Folge.
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Behauptung:

o0 ’
2"n! )
E — konvergiert
n

n=1
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Beweis:
L. 2"n/!
Sei a, 1 = —
n'
|an+1| 2" p 1) "
a, = (n+1)ntl 2np!

2-2"((n+ 1)n!)n"
~ (n+1)(n+ 1)27n!
2n"
w1+ D)
2n"
T
2 2

= —— s —fiirn — o
(14+1)r e

Da ;_g < 1 folgt mit dem Quotientenkriterium die Behauptung.
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d)
Behauptung:
~ n+7 .
z - divergiert
—pn2+2n+1
Beweis:

n4+7 n+7 - n+1 1
n2+2n+1 (n+12° (n+1)2 n+1
— n+T =~ 1 =1
= — —
Tg n2+2n+1 - _E] n+1 TE n

Da > 7, % divergiert, folgt mit dem Minorantenkriterium die Behauptung.
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Aufgabe 33
a)

Wir betrachten zuerst die Reihe

=)

ri=I[)

Nach Wurzelkriterium konvergiert diese Reihe. Da diese Reihe konvergiert, diirfen wir
die Summanden folgendermafien nmordnen:

© examio



1=l

1 1 1 0 1 3 1 2 1\ 2 1 4 T
—(5) *(5) *(5) +(5) 2 +(5) " ) +(
L (@
0 1)u+{—1)” -
2> (5

o n+(—1)"
Nach Majorantenkriterium konvergiert also auch ) ( % ) :
n=1
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d)

= (D"

nn=I()

Wenn a,, = {/n keine Nullfolge ist, dann divergiert die Reihe.

lim |a,| = lim 1

1
n—0o n—oc Y1

— a,, ist keine Nullfolge.
— Die Reihe divergiert.
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Aufgabe 37)
a) b)

1—x2
lim <521 T 'Hospital lim (2£l)TF=
r—+l) @2 I T30 (.';:—I—j)
lim ———>"2 __ ],'Hostpital lim (1+ - )11+1-2
r—3() 2r-et e i
£ i
— COS8 T 1 . 1 e _1. 1—x2
— 2 i — 42 1 .
}]ﬂ%]ztﬂ—FiL{T—Lz{T 2 JIE}I%L(]_—F — 2) 1 =+ r — el
' -1
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- Inx
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Aufgabe 47

a)

f(x) = sin(cos? z) cos(sin®x) = g - h

ff — gfh _|_ghf

g = (u(v)) = %:—L : g—i mit u(v) = sin(v) und v(x) = cos®z

gu — cos(v) und g—j = —2sin(x) cos(x) = — sin(2x)

{.i_.’ = (u(v)) = g—:‘ : g—i mit u(v) = cos(v) und v = sin?x

g% = —sin(v) und {}’;!I — 2 sin(x) [:(Jf—i(;r] — sin(2x) ; ;

f'(x) = —sin (2x) cos(cos? ) cos(sin® ) —sin(22) sin( cos? x) sin(sin® z) = — sin(2x ) cos( cos(2x))
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b)

9(z) = In(tan(z + 7))

g(z) = u(v(w(x))) mit u(v) = In(v), v(w) = tan(w) und w(z) = 5 + ]
! du dv  OJw

9 =3 Jw Oz

du 1

v~ v

dv 1

dw T cos®(w)

Jw 1

ar = 2

/ 1 _ 1 L
9 —lan(g+g) st (prg) 2

1 1 L
gf(m) J(UH{———EJEHL{I—-—E) - Siﬂ{;r-l-%} — cos(x)
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c)

h..(;‘ﬂ) — aru:{:{:-ta( m)

h = u(v(w(x))) mit u(v) = arccos(v), v(w) = ui und w(z) = cosh(x)
X Ju dv  OJw

YT v Oz " Or
du __ 1
dv . _ 1
ST“‘ sinh(x)
tanl
h'(z) = L - L -sinh(z) = anh(z)
1— —2—1 cosh™ () —2— -cosh(x)
cosh?(x) cosh
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Aufgabe 53
a)

flz)=e"
fO() =22
fP () = 2e"" + 422 - ¢ = (42% +2) - e’
FO() = 8- e + 20 (4% +2) - €% = (805 +120) - ¢

2

FD(z) = (2422 +12) - € + 22 - (827 + 127) - ¢ = (1621 + 4822 + 12) - %
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Taylorreihe:

0 £(n)(,
Tj-l (.‘I:} — Z f ﬂ(] “) - (T — ;]T[]}n

=[]

Ty(2) = f(w0) + [ Do) - (2~ 20) + 5+ Do) - (& = o)’

1 - - 1
—+ f; . f{'ﬂ(.‘iﬂ[]) . (.‘I: — ;I:[])'i + i . f(dj (ﬂ?n) . [:.'I: — 33[])4
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Das Taylorpolynom 4. Grades um den Entwicklungspunktazg = 0 :

1 . ; 1 , ; 1
Ty(x) = £(0) + FU(0) w4 5 f20) -2 + = fO0) - 2® + - f0(0) -2

24
2 s o
=14+0r+2- — . — 2. —
—+ U + 2-!—[] 6+12 51

]- r i
= 53:'1 — 2’ +1

© examio
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