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Berechnung von Auflagerkriften und Zwischenreaktionen

Kriiftezerlegung: Zerlegung einer Kraft in ihre Komponenten.

Gegeben sei ein Balken auf welchen eine Kraft F mit dem Winkel von 30° zur Horizontalen wirkt.
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Wir legen die Kraft mit ihrem Anfangspunkt in den Koordinatenursprung:
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Die Kraft F weist einen Anteil in x- und einen Anteil in y-Richtung auf. Wir zerlegen die Kraft in
ithre x- und y- Komponente. Zunéchst grafisch:

YA
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Grundlage fur die Berechnung der Kraftkomponenten F_und Fy ist hier die Trigonometrie am
rechtwinkligen Dreieck.

Die Kraft F ist hierbei die Resultierende. Fiihren wir also die grafische Vektoraddition durch, so

erhalten wir:
F
F y

Mittels Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck konnen wir nun die Kraftkomponenten
bestimmen. Die Resultierende F ist die Hypotenuse und ist bekannt. Der Winkel zwischen F und F_

ist bekannt. Demnach ist F_die Ankathete und Fy die Gegenkathete.
Es gilt:

_ Gegenkathete cos(a)= Ankathete
Hypotenuse Hypotenuse

sin (o)

Gesucht sind Gegenkathete und Ankathete:
Gegenkathete=Hypotenuse -sin(a.)  Ankathete=Hypotenuse -cos (o)

Fir unseren Fall:
F,=F -sin (30°) F,=F-cos(30°)

Tipp: Anstatt jedes Mal die Vektoraddition durchzufiihren kann man sich auch einfach merken,
dass der Kosinus immer dann angewandt wird, wenn der Winkel zwischen der Kraft und der
Kraftkomponenten gegeben ist. Im obigen Beispiel ist der Winkel zwischen der Kraft F und der
Kraftkomponente F_(bzw. der x-Achse) gegeben. F_ist demnach die Ankathete und wird mittels

Kosinus berechnet.

Beispiel: y
. Fy:F-cos(20°)
oFF F,=F -sin(20°)
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Gleichgewichtsbedingungen: Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen zur
Berechnung von unbekannten Kraften.

Ein ebener Korper befindet sich im Gleichgewicht (= in Ruhe), wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

z F;=0 Die Summe aller auf den Kérper wirkenden Krifte ist gleich Null

Z M.=0 Die Summe aller Momente in Bezug auf einen beliebigen Punkt ist gleich Null

Man kann diese Bedingungen auf kartesische Koordinaten beziehen. Man erhélt drei
Gleichgewichtsbedingungen in der Ebene:

Z F. =0 Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung
Z Fiy =(0 Gleichgewichtsbedingung in y-Richtung

z M. =0 Momentengleichgewichtsbedingung
Man erhélt sechs Gleichgewichtsbedingungen im Raum:

Z F. =0 Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung
Z Fiy =0 Gleichgewichtsbedingung in y-Richtung
Z F. =0 Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung
Z M. =0 Momentengleichgewichtsbedingung um die x-Achse
Z Miy: 0 Momentengleichgewichtsbedingung um die y-Achse

Z M, =0 Momentengleichgewichtsbedingung um die z-Achse

Mittels der Gleichgewichtsbedingungen konnen unbekannte Kriifte berechnet werden.
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Beispiel:
Bestimme die Lagerkrifte des abgebildeten Systems.

Fz
> A
Gegeben:
m F =10 kN

N: F,=5kN
50° éV

\\\\\\\

k1m 5m
1. Freischnitt
Fz >
A
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2. Kriaftezerlegung
YA
F. * cos (50°)
50°
F, * sin (50°) X
VIF
Fz >
©
2m
F., * sin (50°)
* cos (50 4 v Bh
A? B
<« > -
1m 5m

3. Gleichgewichtsbedingungen aufstellen
Wir stellen als néachstes die Gleichgewichtsbedingungen auf, um die Lagerkrifte zu bestimmen.
Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung:

- :F,cos(50°)+ F,—B,=0

B, =F, cos(50°)+ F,

B, =10kNcos(50°)+ SkN=11,43kN



Py, . . ;
wflngenteur-=-f;.':;.;f*:;;?.zrf.de

Interaktive Online-Kurse

Gleichgewichtsbedingung in y-Richtung:
A+ B,—F,sin(50°)=0

Momentengleichgewichtsbedingung:

Der Bezugspunkt wird so gewéhlt, dass moglichst viele unbekannte Kréfte wegfallen. In diesem
Fall wird der Bezugspunkt in das Lager B gelegt. Es miissen nun alle Momente in Bezug auf das
Lager B berticksichtigt werden. Linksdrehende Momente werden positiv, rechtsdrehende Momente
negativ beriicksichtigt:

Moment um B:—A -6m+ F,sin(50°)-5m—F,-2m =0

F,sin(50°)-5m—F, -2m

6m

_10kNsin(50°)-5m—5kN -2m
6m

A =4,72kN

Aus der vertikalen Gleichgewichtsbedingung kann als néchstes die Lagerkraft B berechnet werden
(alternativ kann auch die Momentengleichgewichtsbedingung um A herangezogen werden):

A+ B,—F,sin(50°)=0
B,=—A+ F,sin(50°)

B,=—4,72kN+ 10kNsin(50°)=2,94 kN
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Statische Bestimmtheit: Notwendige Bedingung

Uberpriifung des Systems auf statische Bestimmtheit mittels Abzihlformel.
Ein System ist statisch bestimmt, wenn die Lager- und Zwischenreaktionen allein aus den zur

Verfiigung stehenden Gleichgewichtsbedingungen (2D = 3, 3D = 6) berechnet werden kénnen. Die
notwendige Bedingung fiir die statische Bestimmtheit ergibt sich mittels der Abzidhlformel:

f=a+z—3n
mit
a Summe aller moglichen Auflagerreaktionen

z Anzahl an Zwischenreaktionen (z.B. Gelenkkrifte)
n Anzahl der Teilsysteme

Greifen m Teilsysteme an einem (Momenten-) Gelenk an, so treten fiir jedes Teilsystem zwei
zusitzliche Zwischenreaktionen auf und es gilt: z=2(m-1)

Fiir f = 0 ist das System statisch bestimmt. Es konnen alle vorhandenen Auflagerreaktionen und
Zwischenreaktionen aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden.

Fiir > 0 ist das System statisch unterbestimmt (auch: kinematisch). Das System ist also beweglich.

Es stehen mehr Gleichgewichtsbedingungen als Auflager- und Gelenkreaktionen zur Verfligung.

Fiir f <0 ist das System statisch iiberbestimmt (auch: unbestimmt). Es sind mehr Auflager- und
Gelenkreaktionen gegeben als Gleichgewichtsbedingungen zur Verfiigung stehen.

Beispiel:

ASNNNSNNNNNN

Wir wollen das obige System auf statische Bestimmtheit iiberpriifen.

.de
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Hierfiir schneiden wir das System von den Lagern frei und trennen es gedanklich an den Gelenken:

A
> >

Wir wenden die Abzidhlformel an und erhalten:

f=a+z —3n

f=5+4-3-3=0

Das System - bestehend aus 3 Teilsystemen — ist statisch bestimmit.

Beispiel:

AN aN ZAN

AN AN AN

Wir wenden die Abzdhlformel an und erhalten:
f=3+0-3-1=0

Nach der notwendigen Bedingung ist das obige System statisch bestimmt. Tatsdchlich ist dieses
aber horizontal verschieblich und damit statisch unterbestimmt bzw. kinematisch. Grund dafiir ist,
dass alle drei Lagerkrifte parallel zueinander liegen und demnach nicht aus den
Gleichgewichtsbedingungen berechnet werden konnen.
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Statische Bestimmtheit: Hinreichende Bedingung

Wir haben oben gesehen, dass die statische Bestimmtheit nur gegeben ist, wenn die Lager- und
Gelenkkrifte aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden kénnen. Das Abzdhlkriterium
zeigt lediglich auf, dass die Gleichgewichtsbedingungen und Lager- und Zwischenreaktionen
iibereinstimmen. Es zeigt nicht auf, ob die Lager- und Zwischenreaktionen auch aus diesen
berechnet werden kdnnen. Dazu kann man das Determinatenkriterium heranziehen. Das
Gleichungssystem (Gleichgewichtsbedingungen) werden in eine Matrix A eingetragen. Ist die
Determinante dieser Matrix ungleich Null, so ist eine eindeutige Losung gegeben und das System
statisch bestimmt.

det A #0

Beispiel:

s
O
LN
N
U

- >

Hinweis: Pendelstébe sind an beiden Enden mit Momentengelenken verbunden (2 und 3).
Pendelstiitzen sind Pendelstidbe die das System mit Auflagern verbinden (1). In beiden Féllen
werden nur Krifte entlang der Stabachse iibertragen.

Freischnitt :

10
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Wir stellen die Gleichgewichtsbedingungen auf:
>:S,+ S, -cos(45°)+ F=0
1:—S,sin(45°)—S,=0
Momentum3: S, -h+S,sin(45°)1=0

Als néichstes werden die obigen Gleichungen so umgestellt, dass die dulleren Lasten (hier: F) auf die
rechte Seite gebracht werden.

S,+ S, -cos(45°)=—F

—S,sin(45°) —S,=0

S, -h+S,sin(45°)-1=0
Danach konnen wir die Matrix A bilden. Hierbei miissen wir die Koeffizienten in die Matrix A
schreiben, die unbekannten Kréfte werden in den Vektor L eingetragen (Losungsvektor) und die

dufleren Lasten in den Lastvektor F. In den Vektor L werden die unbekannten Kréfte positiv
eingetragen, die Koeffizienten erhalten demnach die Vorzeichen:

1 cos(45°) 0 S _F
A=[0 —sin(45°) —1 L=|S, F=| 0
h 0 sin (45) 1 S, 0

Die Matrix A weist drei Spalten auf, weil drei unbekannte Krifte gegeben sind. Die Matrix A weist
drei Zeilen auf, weil drei Gleichgewichtsbedingungen gegeben sind.

Das Gleichungssystem in Matrixform sieht dann wie folgt aus:

1 cos(45°) 0 S —F
0 —sin(45°) ~1 1S,|=1] 0
h 0 sin(45°)-1| |S 0

1. und 2 Zeile wird unter die letzte Zeile geschrieben:

1 cos(45°) 0

0 —sin(45°) —1

h 0 sin (45°) -1

1 cos(45°) 0

0 —sin (45 0) —1 Wir bilden die Diagonalen:

11
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det A=1-[—sin(45°)] -sin(45°) -140 -0 -0+h -cos(45°)-[—1]
—0 -cos(45°)-sin(45°)-1-1-0-[—1]—h {—sin(45°)]-0

det A=1 [—sin(45°)] -sin(45°) -1+h -cos(45°) -[—1]

det A=—1-sin*(45°)—h -cos(45°)

Mit : sin2(45°)=%
cos(45°):%
1 h

Setzen wir nun Werte fiir h und 1 ein, so wird die Determinante ungleich Null. Die Determinante
kann berechnet werden, das System ist statisch bestimmt.

12
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Streckenlast: Bildung der Resultierenden der Streckenlast sowie Festlegung des
Angriffspunkts der Resultierenden.

Die Streckenlast wird bei Berechnung der Lagerkrifte bzw. Zwischenreaktionen beriicksichtigt,
indem die Resultierende der Streckenlast gebildet wird.

¢ Die Resultierende ist der Flacheninhalt der Streckenlast.
* Der Angriffspunkt der Resultierenden der Streckenlast liegt im Schwerpunkt der Flache.

Flacheninhalt bzw. Resultierende der Streckenlast:
F, :f q(x)dx

Angriffspunkt der Resultierenden der Streckenlast:

fxq
J alx)

o
$
-« 5 "
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Fiir die rechteckige Streckenlast kdnnen wir entweder sofort den Fldcheninhalt der rechteckigen
Last berechnen

Fq:qo-l

oder mittels Integration ermitteln. Hierbei ist q(x) = q,, weil es sich hier um eine konstante
Streckenlast handelt. Einsetzen in die obige Gleichung:

Fq:fq(x)dx

F = J“ d Integriert wird tliber die Linge, liber welche die Streckenlast wirkt. Der Beginn der
a—J 909X Streckenlast ist x = 0, das Ende beix =1.

1
Fq:fo qodx=q, 1

Es resultiert dasselbe Ergebnis. Der Flacheninhalt entspricht der Resultierenden der Streckenlast.

Der Angriffspunkt der Resultierenden liegt im Schwerpunkt der Fliche. Bei einem Rechteck liegt
der Schwerpunkt in der Mitte. In unserem Fall bei 1/2. Oder mittels Integration:

:fx °q(x) dx
> q(x) dx

_ f 0 X o dx Integriert wird iiber die Lange, iiber welche die Streckenlast wirkt. Der
Xs =70 Beginn der Streckenlast ist x = 0, das Ende bei x =1
fo qo dx

Bei einer rechteckigen Streckenlast kann man die Resultierende (=Fldcheninhalt) und den
Angriffspunkt auch ohne Integration ermitteln.

14
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Fiir die dreieckige Streckenlast kann auch ohne Integration die Resultierende und der Angriffspunkt
berechnet werden:

Die Resultierende (=Flacheninhalt) ist:

Bei Berechnung der Lagerkréfte reicht es aus, den Flacheninhalt und den Kraftangriffspunkt zu
bestimmen. Fiir die Berechnung der Schnittgréfen ist es sinnvoll die Integration durchzufiihren
(folgt spater). Dafiir muss man aber q(x) kennen:

q(x) ist die rot gekennzeichnete Funktion:

15
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Mittels der Geradengleichung (lineare Funktion) kann q(x) bestimmt werden:

y=mx+ b
hier:
q(x)=mx+b

b ist der Beginn der Funktion auf der q(x) -Achse:
b=0
m ist die Steigung der Funktion:

m= o 1 Schritte nach rechts und q, Schritte nach oben. Schritte in x-Richtung stehen unter dem
Bruchstrich.

Einsetzen in die Gleichung:

_ Yo
=—X

q(x) |

Aus dieser Funktion kann nun auch die Resultierende und der Angriffspunkt mittels Integration
ermittelt werden:

_ ' Y
Fq— fo TX dx

1
F qZ% ‘[0 X dX Konstanten Faktor vor das Integral ziehen
Qorl o
F=—|<
=7 17 ]0
Qo 1 2
F,="0
112

F q %1 Resultierende (Fldcheninhalt) der dreieckigen Streckenlast

16



l . Lt s e o
wmgemeurmm&.de

Interaktive Online-Kurse

Auch der Kraftangriffspunkt kann mittels Integration bestimmt werden:

S [ 1'qo > Ql s
X_IOX 1xdx X_OTX dx X_[13X]0
T I

a0 10 02 2

fo]XdX IoleX [IZX]O

@113 @12
X_13 3 2
- — Xg— — =—

S _0112 S %1 Xg 31

| 2

Das Ergebnis ist natlirlich dasselbe wie oben ohne Integration. Fiir die Berechnung der
Auflagerkrifte ist es ausreichend die Resultierende und den Angriffspunkt bei einer dreieckigen
Streckenlast ohne Integration zu bestimmen. Somit muss auch nicht extra q(x) berechnet werden.
Fiir die Berechnung der Schnittgréoen hingegen ist die Bestimmung von q(x) notwendig.

17
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Bei einer parabelformigen Streckenlast (quadratische Funktion) kann auch die Nullstellenform
herangezogen werden, um den Flacheninhalt der Streckenlast zu bestimmen.

Nullstellenform:

y(x)=a(x —x,)(x —x,)

mit
X, 1. Nullstelle
X, 2. Nullstelle

a Streckfaktor

Beispiel:

Gegeben sei die obige parabelformige Streckenlast, welche ihr Maximum g bei x = 0 aufweist.

Bestimme die Resultierende der Streckenlast sowie ihren Angriffspunkt.

1. Betrachtung der Nullstelle: Die parabelformige Streckenlast hat ihre Nullstelle bei x =1

2. Betrachtung des Scheitels: Das Maximum ist q bei x = 0. Der Scheitel ist also gegeben bei
S(0lq ). Der Scheitel einer Parabel liegt in der Mitte der beiden Nullstellen. Die andere
Nullstelle liegt demnach bei x, = -.

Einsetzen in die Nullstellenform:
q(x)=a(x —1)(x +1)

Der Scheitelpunkt wird in die Nullstellenform eingesetzt:
q=a(0—1)(0+1)

q0=a(—1)(1)
q():—al2

18
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Nach a aufldsen:

_ Y0 aistnegativ und demnach ist die Parabel nach unten gedffnet, wie auch in der
]>  Abbildung gegeben.

Einsetzen von a in die Nullstellenform:

q(x)== B (x -1)(x +1)

12

Auflosen der Klammern (3. Binomische Formel):

(x=1)(x+1)=x"-1°

q(x)=— 2 (x'~F)
q
alx)=—Fx* g,

q (X ) = q(x) =q,[1 —(X—)] Funktionsgleichung

Die Resultierende der Streckenlast Fq ist die Flache unterhalb der Funktion und wird durch das
bestimmte Integral von 0 bis I berechnet:

Fq:floq(x)dx

2
X

Fo=f,alx)ax=f al1-T5lax

X
F,=q,[,[1 F]dx
Fq:Clo[X_g?]O
=q,|l L1, | I 1_2 |
Fq_qO[ _51_2] Qo _E(lo —gqo

19
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Als nédchstes miissen wir herausfinden, wo die Resultierende der Streckenlast an den Balken
angreift (= Kraftangriffspunkt). Die Resultierende einer Streckenlast greift immer im Schwerpunkt
der Flache an. Die Gleichung dafiir lautet:

. :fx-q(x) dx
> fq(x) dx

Einsetzen von q(x):

[ ali-() o

Xs

x2 Klammer auflésen
fqo[l_( 12 )] dx
! q
fo[qo-x—l—zox3] dx
X, =

Integration Nenner:
Da der Nenner die Fliache darstellt ist diese identisch mit der Resultierenden Fq:

2
3!

Integration Zahler:

f:)[qo 'X—&Xﬂ dx

12
(g2 x2—Jo L 4
DT
Ap Qle_ F F_ I
07 12 4 — o5 qo4—q04

20
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Einsetzen in die Formel:

1 2
—q,l
_ 4 o _ 3. | Kraftangriffspunkt der Resultierenden der Streckenlast
—q,l
3 o

Aufgabe: Berechnung der Lager- und Gelenkkriifte

OA

NNNNNNNNNNY

3a

|

. ale e
il

-

T y ANSSNNNNN\N

4a 2a

X

a) Zeichne die Freikorperbilder der Teilsysteme.
b) Priife auf statische Bestimmtheit!

¢) Bestimme sdmtliche Auflagerreaktionen und Gelenkkréfte in dem angegebenen globalen x-y-
Koordinatensystem.

21
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Losung der Aufgabe

a) Freikorperbild

1. Teilsystem

O QO

o

2. Teilsystem

3a
Bh
o v
B
v 3
43 2a

22
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Berechnung der Léinge des schrigen Balkens:

Gesucht wird die Hypotenuse, welche mittels Satz des Pythagoras berechnet werden kann:

J(4a)+ (3aP=116a’+ 92> =V252=5a

3a

4a

Berechnung der Resultierenden der Streckenlast und den Kraftangriffspunkt:

Die Resultierende der Streckenlast wird berechnet indem der Flacheninhalt der gegeben
dreieckigen Streckenlast berechnet wird. Mit q, = F/a (Aufgabenstellung) ergibt sich dann:

Fq = l q,-5a = l E .52 = %F Resultierende der Streckenlast (Fléiche Dreieck)

2 2a

Der Angriffspunkt liegt im Schwerpunkt der dreieckigen Last. In diesem Fall bei 2/3 der Lénge:

2 _10
3 Sa= 3 a  Angriffspunkt der Streckenlast

b) Statische Bestimmtheit

Die statische Bestimmtheit soll hier mittels Abzédhlkriterium gepriift werden. Das Abzdhlkriterium
ist gegeben zu:

f=a+2z —3n
Gegeben sind:
a =4 Auflagerkrifte
z = 2 Gelenkkrifte
n =2 Teilsysteme

Es ergibt sich demnach:

f=6-3-2=0

23
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Das System ist nach der notwendigen Bedingung statisch bestimmt!

¢) Auflager- und Gelenkkrifte berechnen
1. Kriftezerlegung fiir alle Kréfte die nicht in x- oder y- Richtung zeigen.

Wir fiihren die Kréftezerlegung fiir die Resultierende der Streckenlast durch.

P

3a 3a

/) 4a ]

Fiir die Kréftezerlegung bendtigen wir den Winkel von der Resultierenden zur Horizontalen. Wir
konnen zundchst mittels Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck den Winkel zwischen der
Schréigen (auf welche die Resultierende wirkt) und der Horizontalen bestimmen (siege obige
Grafik).

Mittels Tangens erhalten wir dann den Winkel zu:

tan(a)ZZ—i

(xzarctan(%):36,87°

Die Resultierende steht im 90° Winkel auf der schragen Fliache, demnach ergibt sich der Winkel von
der Schrigen zur Horizontalen zu:

A
Schrage

‘x
o) | 90°
6,87 , >

7 0,=90°—36,87°=53,13°

E
2

24
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Wir fithren die Kriftezerlegung durch:

5 3
N 1 o p—
F -cos(53,13°)==F

> >
%F~sin(53,l3°):2F 53,13°
S
2
OF
2. Teilsystem 9

25
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¢) Bestimmung der Auflager- und Gelenkkrifte aus den Gleichgewichtsbedingungen.

1. Teilsystem:

Horizontale Gleichgewichtsbedingung:

»>:—A,+B,+F=0

Vertikale Gleichgewichtsbedingung:
™A+ B, =0

Momentengleichgewichtsbedingung:

Momentum A: —F -a—B, -2a=0

:_F.a =

B, 2a

F
2

Einsetzen in die horizontale Gleichgewichtsbedingung:

A =B +F=—Tf4p=F
2777

2. Teilsystem:

Horizontale Gleichgewichtsbedingung:

5:—B,—D + %F c0s(53,13°)=0

Zusammenfassen:

5 3

=F. 53,13°)==F

5 cos ( ) >
3-_

_Bh_Dh+5F_O

26
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Einsetzen von Bh :

F —D,+ éF:O

2 2

Dh:§+ %FZZF

Vertikale Gleichgewichtsbedingung:

~—B_+ Dv—gF sin(53,13°)=0

Bl F -sin (53, 13 o) =2F Zusammenfassen

—B,+ D,—2F=0

Momentengleichgewichtsbedingung:

Momentum B: D_-6a+ D, -3a—%F %a:O

Einsetzen von Dh =2F:

D -6a+ 2F 3a—>F-192=0
v 273

D, -6a+6F -a—?F a=0

D, -6a—%F-a:0

Aufldsen nach DV:

zFa

3
Y 6a

D —lF

Y18

D
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Einsetzen in die vertikale Gleichgewichtsbedingung:

—B.+ L F-2F=0
18

Auflosen nach BV:

B,=—22F
T

Einsetzen in die vertikale Gleichgewichtsbedingung des 1. Teilsystems:

29
A ——F=0
V18
Aufldsen nach AV:
A==
V18

Zusammenfassung der Lager- und Gelenkkrdfte:

Lagerkrifte
A, F/2
A, 29/18 F
D, 2F
D, 718 F
Gelenkkriifte
B, -F2
B, -29/18 F
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Schnittgrofien: Bestimmung von Normalkraft, Querkraft und Biegemoment

Einfithrung

Die dufleren Lasten fiihren zu inneren Spannungen im Bauteil. Die Spannungsresultierenden sind
die sogenannten SchnittgroBen. Je nach Art der Belastung konnen drei SchnittgroBen auftreten:

* Normalkraft N: Infolge von Kréften parallel zur Balkenachsen.
* Querkraft Q: Infolge von Kréften senkrecht zur Balkenachse.
* Biegemoment M: Infolge von dufleren Momenten oder Kréften die Momente erzeugen.

Die SchnittgréBen und die duBleren Lasten miissen sich im Gleichgewicht befinden. Die inneren
SchnittgroBen wirken den dulleren Kriften also entgegen, damit das Bauteil nicht versagt.

SchnittgroBBen werden durch einen gedanklichen Schnitt durch den Balken sichtbar:

Linkes Schnittufer Rechtes Schnittufer

M
< M

QR

Q

Mittels der Gleichgewichtsbedingungen koénnen die SchnittgroBen berechnet werden.

Aufgabe

F, = 1kN F,=2,5kN

1

2m 4m 2m

Bestimme die SchnittgroBen!
Losung der Aufgabe:
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1. Freischnitt:

F, = 1kN F,=2,5kN
'Aj» i 309
At 's
-« >« >« >
2m 4m 2m
2. Kriftezerlegung:
F,cos(30°) X
— >
F, F,sin(30°)
Z

3. Freischnitt unter Bericksichtigung der Kriftezerlegung

30
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4. Bestimmung der Lagerkrifte:

(1) Gleichgewichtsbedingung in positive x-Richtung:

>:A,—F,c0s(30°)=0  A,=F,co0s(30°)=2,5kN cos(30°)=2,17kN
(2) Gleichgewichtsbedingung in positive z-Richtung:
$:—A,—B+ F,+ F,sin(30°)=0
(3) Momentengleichgewichtsbedingung um A:
B -8m—f,-2m—F,sin(30°)-6m=0

g Fi-2m+ F,sin(30°) -6m
B 8m

=1,19kN

Berechnung von A aus (2):

A,=—B+ F,+ F,sin(30°)=1,06kN

Danach konnen die Schnittkriafte berechnet werden. Hierzu betrachten wir zunéchst das linke und
rechte Schnittufer:

Linkes (positives Schnittufer) Rechtes (negatives Schnittufer)
\J \M -y
| IEE < | |
e N
Q
y ——>»

o

Z
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Am linken (positiven) Schnittufer zeigen die Schnittgroflen in positive Achsenrichtung in Bezug auf
das obige x,y,z-Koordinatensystem. Das Moment ist am linken Schnittufer ein linksdrehendes
Moment, welches in der Physik als positives Moment definiert ist. Am rechten (negativen)
Schnittufer zeigen die SchnittgroBen in negative Achsenrichtung. Das Moment ist hierbei ein
rechtsdrehendes Moment.

Es werden Schnitte durchgefiihrt bei:

Statische Unstetigkeiten

* Einzellasten,

¢ Knicke in Streckenlasten.

Geometrische Unstetigkeiten

* Knicke der Balkenachse,

* Verbindungselemente [wie beispielsweise Gelenke].

Fiir die Aufgabe a) miissen drei Schnitte am Balken durchgefiihrt werden:

F = 1kN F, sin(30°)
1

Ay

hy

At AR
-

| -« >
2m 4m 2m
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Schnitt1: 0<x<2m

A "M

N N
At Q

/
/
4

Wir beginnen damit die Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen, um die SchnittgroBen bestimmen
zu konnen. Die Normalkraft kann aus der Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung berechnet
werden. Die Querkraft aus der Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung und das Biegemomente aus
der Momentengleichgewichtsbedingung.

Bestimmung der Normalkraft N :

>:A,+N,=0 N,=—A,=—2,17kN

Bestimmung der Querkraft Q,:
V—-A +Q=0 Q,=A,=1,06kN

Bestimmung des Moments M. :

Bei der Bestimmung des Moments wird der Bezugspunkt immer in den Schnitt gelegt, also
zwischen Om und 2m. Die x-Achse wird an den Beginn des Balkens gelegt, beginnt also im Lager
A:

@; ~A,x+M,=0 M, =A, x=106kN -x

In Abhéngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.
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Schnitt 2: 2m <x< 6m

Bestimmung der Normalkraft N_:
2>:A,+N,=0 N,=—A,=-2,17kN

Bestimmung der Querkraft Q :
V—A+F+Q,=0  Q,=A,—F,=1,06kN—1kN=0,06kN

Bestimmung des Moments M_:

Bei der Bestimmung des Moments wird der Bezugspunkt immer in den Schnitt gelegt, also

zwischen 2m und 6m. Die x-Achse wird an den Beginn des Balkens gelegt, beginnt also im Lager
A:

@ . —A,x+F (x—2m)+M,=0

M,=1,06 kN -x—1 kN(X—Zm) |Klammer aufldsen
M,=1,06 kN -x—1kN x+ 1 kN -2m | zusammenfassen
M,=0,06 kKN -x+ 2kNm

In Abhidngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.

6m=<x<8m
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Schnitt 3:
F F, sin(30°)
A, i F, cos(30°) "M
> 4/)—> N
A? Q'
| >
X

Bestimmung der Normalkraft N.:

>:A,—F,c08(30°)+ N;,=0  N;=—A,+ F,co0s(30°)=—2,17kN+ 2,17kN=0

Bestimmung der Querkraft Q,:
4:—A + F+ F,sin(30°)+ Q,=0
Q,=A,—F,—F,sin(30°)
Q,=1,06kN—1kN—2,5kNsin(30°)
Q,=—1,19kN

Bestimmung des Moments M.:

Bei der Bestimmung des Moments wird der Bezugspunkt immer in den Schnitt gelegt, also
zwischen 6m und 8m. Die x-Achse wird an den Beginn des Balkens gelegt, beginnt also im Lager
A:

@ . —A,x+F,«(x—2m)+F,sin(30°)-(x—6m )+ M;=0
M,=A, x—F, «(x—2m)—F,sin(30°) (x—6m) [Klammer aufldsen
M,;=1,06kN -x—1kNx+ 1kN -2m—F,sin(30°)-x+ F,sin(30°) -6m
M;=-1,19kN -x+ 9,5kNm

In Abhidngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.
Die SchnittgroBenverldufen sehen wie folgt aus:
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F, = 1kN F,=2,5kN
A 3
hy 30 J
A, TB
- ><a >
2m 4m 2m
N A
0 kN
>
X
2,17 kN -
QA
1,06 kN + 0,06 kN
+ >
- X
1,19 kN
M A 0,06kN -x+ 2kNm
1,06 kN -x
—1,19kN -x+ 9,5kNm
+
>
X
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Zusammenhang zwischen Streckenlasten und Schnittgrofien

dN(x)_ Ableitung der Normalkraft ergibt die negative
—_n(x)

dx horizontale Streckenlast.

dQ(x) ——q(x) Ableitung der Querkraft ergibt die negative
dx q vertikale Streckenlast.

dM(x) ~0(x) Ableitung des Biegemoments ergibt die
dx Querkraft.

dM’(x) =—q(x) Zweimaliges Ableiten des Biegemoments ergibt

dx’ die negative vertikale Streckenlast.

Mittels Integration lassen sich die Schnittgroenverldufe fiir die gegeben Streckenlasten bestimmen

Streckenlast q(x) Querkraftverlauf Q(x) Momentenverlauf M(x)
0 konstant linear
konstant linear quadratische Parabel
linear quadratische Parabel Kubische Parabel
Aufgabe

g, = 0,75 kN/m

.

2m 4m 2m

Bestimme die SchnittgroBen!
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Losung der Aufgabe:

d,= 0,75 kN/m

T =

= ] i |
2m 4m 2m

Zunéchst wird der Balken von den Lagern gelost und die Streckenlast zu einer einzigen Kraft
zusammengefasst. Dazu muss der Flacheninhalt der Fldche berechnet werden. Hierbei handelt es
sich um eine rechteckige Flache, demnach : g * 4m

Die Einzelkraft greift im Schwerpunkt der Streckenlast an. Bei rechteckigen Flache ist das die
Mitte:

#q0*4m =3 kN

Ah > \
>
Af 4m ? B
- > < > < >
2m 4m 2m

Bei einer Dreieckslast z.B. miusste der Flacheninhalt eines Dreiecks berechnet werden. Die
resultierende Einzelkraft greift dann im Schwerpunkt der dreieckigen Flidche an (nicht die Mitte).

Zunichst werden die Lagerkréfte bestimmt:

Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung:
2>:A,=0

Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung:
v.—A +q,-4m—B=0

Momentengleichgewichtsbedingung um A:
@ B -8m—(q,-4m)-4m=0

(go-4m)-4m _ (0,75kN/m -4m) -4

m
=1,5kN
8m 8m ’

B=
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Aus der Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung:

A,=q,4m—-B=0,75kN/m -4m—1,5kN=1,5kN
Die Einzellast, welche im Schwerpunkt der Streckenlast liegt (mittig) greift auch genau in der Mitte
des Balkens an. Das bedeutet, dass sich diese auf beide Lager gleichmiBig verteilt. Die horizontale

Lagerkraft fillt weg, weil keine horizontalen Kréfte an den Balken angreifen.

Nachdem die Auflagerkréfte bestimmt sind, konnen als néchstes die Schnittgréfen berechnet

A e Cvvvrneneny
Al '

\

- | -« >
2m 4m 2m

Liegt eine Streckenlast q(x) vor so muss zusétzlich ein Schnitt zwischen dieser Last durchgefiihrt
werden. Insgesamt werden also drei Schnitte betrachtet:

39
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Schnitt 1: 0<x<2m

Y

Wir beginnen damit die Gleichgewichtsbedingungen aufzustellen, um die SchnittgroBBen bestimmen
zu konnen. Die Normalkraft kann aus der Gleichgewichtsbedingung in x-Richtung berechnet
werden. Die Querkraft aus der Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung und das Biegemomente aus
der Momentengleichgewichtsbedingung.

Bestimmung der Normalkraft N :

>:A,+N,=0 N,=—A,=0

Bestimmung der Querkraft Q,:
v—-A+Q,=0 Q,=A,=1,5kN

Bestimmung des Moments M. :

Bei der Bestimmung des Moments wird der Bezugspunkt immer in den Schnitt gelegt, also
zwischen Om und 2m. Die x-Achse wird an den Beginn des Balkens gelegt, beginnt also im Lager
A:

@ : _AV X+ M1:0 M1:AV’X:1,5kN'X

In Abhidngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.
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Schnitt2: 2m<x<6m

mm wﬁ*

| >
X

Es wird der Schnitt durch die Streckenlast durchgefiihrt. Es ist nun sinnvoll die Streckenlast mit
dem Integral zu beriicksichtigen. Dazu bendtigen wir q(x). Bei einer rechteckigen Streckenlast ist

q(x) =4,
A
Af 2m (x-2m¢

Bestimmung der Normalkraft N_:

>:A,+N,=0 N,=—A,=0kN

Bestimmung der Querkraft Q_:

v—A + f q(x)dx+ Q,=0 Die Streckenlast wirkt nach unten in positive Richtung, wird
v also positiv berticksichtigt.

Einsetzen von q(x) = q,;:
Vi—A+ f om d0 dx+ Q,=0 pie Integration findet von 2m bis x statt.
Q,=A, _J.Zm qodx
Q,=A,—q, (x—2m)=1,5kN—0,75kN/m(x—2m)
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Q,=—0,75kN/m -x+ 3kN

Bestimmung des Moments M_:

Streckenlast un Schnittmoment weisen den folgenden Zusammenhang auf:

EM) - gt

dx?

Daraus folgt:

M(X)Z—f fq(x)dxdx

In Form fiir die Gleichgewichtsbedingung:
M (x)+ [ [ q(x)dxdx=0

@ . —A x4 fszzm q(x)dxdx+ M,=0

M,=A, -x—fzm fzmq(x)dx dx

X — fx Q -(X _zm) dx |- Integration (Inneres Integral)

v 2m
_ d, 2y
M,=A, -x— 57 (x—2m)’]
2-1 m
M,=A. x—[ L (x—2m -2 (2m—2m)]
v 2 2
M,=A x— % (x—2m)’ Klammer auflésen

M,=A, -x—%q0x2+ 2m-q,-x—2m’q,

M,=1,5kN -x—%0,75 KN/m x>+ 2m -0,75kN/m -x—2m> -0,75kN/m

M,=—0,375kN/m -x’+ 3kN -x—1,5kNm
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In Abhéngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.

Schnitt3: 6m<x<8m

g, " 2m
A L "M
- //w . N
Al Y
v Q
| >
X

Bestimmung der Normalkraft N.:
Bestimmung der Querkraft Q :

$—A +q,4m+ Q,=0
Q;=A,—q,4m=1,5kN—-0,75kN/m4m=—1,5kN

Bestimmung des Moments M.:

@ - —A, X+ (q4m (x—4m )+ M;=0

M,=A, x—q, -4m (x—4m)
M,=1,5kN -x—0,75kN/m -4m -(x—4m)
M;=1,5kN -x—3kN -x+ 3kN -4m

M,=1,5kN -x+ 12kNm

In Abhidngigkeit von x kann dann das Biegemoment fiir diesen Bereich bestimmt werden.
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Die SchnittgroBenverldufe ergeben sich wie folgt:

T
AR T

< | | -
2 4
m m m
N A
0 kN >
X
QA
1,5 kN +
-
_ X
—0,375kN/m -x*+ 3kN -x—1,5kNm
|\/|A
LS kX x NS KN -x+ 12kNm
|
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Aufgabe:

Q

NNNNNNNNNNY

;‘A

Ty S
X 4a 2a

Berechne die Schnittgrofen fiir den Bereich BC in dem angegebenen lokalen Koordinatensystem
und gebe die Randwerte bei B und C an.

%

Schnitt \ I?h
3a
P da
B -
! \ Z, 4@
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Krifterzerlegung:

Richtung wie
schrager Balken

B, -cos(36,87°)=B, -
B, -sin(36,87°)=B, -
B, -cos(53,13°)=B, -

B, -sin(53,13°)=B, -

Kraftkomponente in negative x -Richtung

Kraftkomponente in negative z -Richtung

Kraftkomponente in negative x -Richtung

4
5
3
5
3
5
4
5

Kraftkomponente in positive z -Richtung
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Normalkraftverlauf im Abschnitt BC

= A
. _Bh.i_BV §+ N=0
5 5
o F 42,3
2 5 18 5
41
N= - %F Normalkraftverlauf BC

Querkraftverlauf im Abschnitt BC

Zunidchst bestimmen wir die Geradengleichung:

F
qx A -2 F
a Sa
F q (Xz ) =mx,+Db
a
b=0 -
- > X
5a
m Steigung der roten Geraden
b Beginn der Funktion auf der q(x) - Achse

Es ergibt sich die Geradengleichung zu:

F
q(x,)= —5x,

5a
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Dann stellen wir die Gleichgewichtsbedingung in z -Richtung auf um Q zu bestimmen. Es gilt:

Q)

Q(x)=—[a(x)dx

Die Streckenlast wird demnach integriert.

\ : 3

4
—B, =+ B, - 3 + fo q(x,)dx,+ Q=0

5
q (X ): F X Geradengleichung (lineare Funktion der Ausgangslast).
27 522
3 4 % F
_Bh'§+ BV g f() 2X2 dX2+ Q:()
3 4 “ F
Q Bh’g_BV g _J‘O 2X2 dX2
3 4 F 1 L,
-B.-——B +— —[— .=
3 4 F
-B. .2 -B - &=~ ——~
Q h 5 v 5 10a2 2

Einsetzen von BV =-29/18 F und Bh =-F/2:

Q=-

F 3,29, 4 F
2 5 5 10a°

1

ng_ F

uerkraftverlauf BC
90  10a° °

Q

48
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Momentenverlauf im Abschnitt BC
Es gilt:

d’M(x)
dx?

M(X):—f fq(x)dxdx

=—q(x)

4 3 X opX
D : Bv-g-xz—Bh-g-x2+f0 . q(x,)dx,dx,+ M=0
BV-%-XZ—Bh'%-X2+ J‘szzz %dexzdxz"' M=0
Bv'%'xz_Bh'%'Xz*'f:LzX; dx,+ M=0
4 3 F 1 3
B,-—x—B -=x,+ ——x+ M=0
v 3 X, By 5 X, 102 3X2
4 3 3
B,-—x,—B, -=x,+ + M=0
v 5 X2 h 5 2 3 2X2
4 3 F
M:_Bv'g’xz'f Bh' 5 'X2 WX;
Einsetzen von B = -29/18 F und B, = -F/2:
_ 29 4 F 3 F

M

90 30a

_ﬁ.g.x2_5.g.x2 E

2

49
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Beriicksichtigung von Integrationskonstanten

o

Es ist ebenfalls moglich die SchnittgroBen tiber die Streckenlasten zu bestimmen ohne die Auflager-
und Gelenkkrifte zu bestimmen. Dabei handelt es sich um eine unbestimmte Integration. Hierbei
fallen Integrationskonstanten an:

=—[n(x)dx+C,
——fq(x)dx+ C,

—f f q(x)dx dx+ C, -x+ C,

ingenieurk

Interaktive Online-Kurse

Die unbekannten Integrationskonstanten kénnen aus den Randbedingungen bzw. Ubergangs-

bedingungen bestimmt werden:

Randbedingungen
Lager N(x) Q) M(x)
A\ : ‘e :
— ‘0 : ‘o
AN
- 0 #0 #0
%7 £0 £0 £0
— 0 0 0

Zur Bestimmung der Randbedingungen konnen nur die SchnittgroBen mit dem Wert gleich Null

herangezogen werden.
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Gelenk N(x) Q(x) M(x)
=0 %0 70
#0 =0 #0
#0 #0 =0
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Ist die Streckenverlauf so gegeben, dass an den Enden die Querkraft den Wert Null annimmt (siche
obige Tabelle), so kann der gesamte Querkraftverlauf mittels der Gleichung:

—fq(x)dx+ C,

bestimmt werden. Dabei miissen die Auflagerkréfte bzw. Gelenkkréfte nicht zusétzlich
beriicksichtigt werden. Dieser Anteil folgt aus der Integrationskonstante C,. In unserem obigen

Beispiel nimmt die Querkraft an beiden Enden nicht den Wert Null an, weshalb hier -am linken
Schnittufer — die Gelenkkréfte B, und B, mit berticksichtigt werden miissen.

Beispiel: m=

q, = F/a

alx)= s x

Wir kénnen die obigen Formel anwenden ohne die Lagerkréfte zusétzlich zu beriicksichtigen, weil
die Querkraft am freien Ende (rechts) den Wert Null annimmt:

Einsetzen in den Querkraftverlauf

Q(X): —f % xdx+ C,
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Integration:

Q(X): —iz x>+ C,
8a

Am freien Ende nimmt die Querkraft den Wert Null an. Das freie Ende ist gegeben bei x = 4a:

Ql4a)= —— (4a)+C,=0
8a

C,= 2F

Einsetzen in den Querkraftverlauf:

Q(x)=—— x’+ 2F
8a

Alternativ die Auflagerkréfte berechnen (A = 2F) und dann aus den Gleichgewichtsbedingungen
den Querkraftverlauf bestimmen (ohne Integrationskonstante):

v—A + f q(x)dx+ Q=0
Q=A,~[ q(x)dx
Q=A,—[ q(x)dx

Q=2F — f izxdx
4a

Q=2F — x?

8a

Es folgt derselbe Querkraftverlauf. Wirkt also nur die Streckenlast und ist an mindestens einen der

Enden die Querkraft Null (Tabelle), so kann man mittels der Integration die Querkraft auch ohne
Auflager- bzw. Gelenkkrifte berechnen.
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Auch der Momentenverlauf kann iiber die unbestimmte Integration mittels Integrationskonstanten
bestimmt werden, weil fiir das freie Ende M = 0 gilt:

M(X):—f fq(x)dxdx+ C,x+C,

M(x):—f f 4Laz x dxdx+ C, -x+ C,

M(X)Z—f % x“dx+ C, - x+ C,

F 3
M(x)=— x+C,x+C
(x)== 5 X+ Gy
C,=2F
M(x)=— F2x3+2F-x+C3
24a

Am freien Ende x = 4a nimmt der Momentenverlauf den Wert Null an M(4a) = 0:

M (4a)= — —— (4a)’+ 2F -4a+ C,=0
24a
_ 8
C,=—3Fa+8Fa
16
C,=—F
3 3 a

FEinsetzen in den Momentenverlauf:

F 16

—_ 3 . - .
M(X)_ by X"+ 2F -x+ 3 F-a Momentenverlauf
PROBE:
Q(x)=M'(x)= — 1 x4+ 2F
8a
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Beispiel:
¥
m=2 - &
Cda 43°
q, = F/a
4a g
4>
X
Z
F
X)]= —
q(x) "

In diesem Beispiel ist es ebenfalls moglich den Querkraftverlauf und den Momentenverlauf zu
bestimmen ohne die Lagerkréfte zu beriicksichtigen, weil fiir Los- und Festlager das Moment zu
Null wird.

C2 kann noch nicht berechnet werden. Wir betrachten als nichsten den Momentenverlauf:

M(X):—f f 4%12 x dxdx+ C, -x+ C,

M(X)Z—f % x> dx+ C,-x+C,

F

— x*+C, x+C,
24a

M (x)=

2
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An Loslager bei x = 4a und am Festlager bei x = 0 nimmt der Momentenverlauf den Wert Null an:

M(x=0)= —— 0*+ C, -0+ C,=0 (D
24a
M(x:4a): __F > (43)3 +C,4a+C,=0 ()
24a

Aus (1) ergibt sich:

C,=0

Aus (2) ergibt sich (nach Einsetzen von C, = 0):

F2 (4a)3
C.— 24a
2 4a
8
c,=2
2 12

Es ergeben sich damit Querkraft- und Momentenverlauf zu:

F > 8
=—— —F
M (x)= — F2 x3+iF-x
24a 12

Wichtig ist immer, dass mittels der Randbedingungen die beiden Integrationskonstante C, und C,

berechnet werden konnen, um Querkraft- und Momentenverlauf mittels der unbestimmten
Integration zu berechnen.
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Aufgabe

%

d, F
A G B CA
T

a) Berechne alle Auflager- und Gelenkkréfte!

b) Skizziere die SchnittgroBenverldufe in Abhdngigkeit von der Koordinate x und gebe die
Eckwerte an!

Gegeben: a,q, F=q a

Losung der Aufgabe

Freischnitt:
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Bestimmung der Auflagerreaktionen
1. Teilsystem
>:A,+G,=0

™A, —G,—q,-a=0

Momentum A: -G -2a —(q0 -a) -%a:O

370 2
G,= 2 a= — g%a
Mit q, = F/a:
2
G =—=F
v 3

Einsetzen in die vertikale Gleichgewichtsbedingung:

A+ %qoa —(q,-a=0
4 1
A,=— cdoa+ dpra=3q,a

Mit q = F/a:

A=1F
3

2. Teilsystem:

Daraus folgt
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G, + B+ C,~F=0

Einsetzen von GV= -4/6 F

— %F+ B,+C —F=0

MomentumC: —G, -3a—B, -2a+ F-a=0

Einsetzen von GV= -4/6 F:

%F 3a—B, 2a+ F-a=0

Aufldsen nach BV:

_2F+F _ 3.
T2 T2

B

Einsetzen in die vertikale Gleichgewichtsbedingung:

Ay 3FeC—F=0
6 2

Auflosen nach CV:

4 3
C,=—F-ZF+F
Y6 2
C.=1F
6
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Losung b):

dreieckige Streckenlast = lineare Funktion q(x) = quadratischer Querkraftverlauf = kubischer
Momentenverlauf

Nulldurchgang (Schnitt mit x-Achse) des Querkraftverlaufes bei maximalem Momentenverlauf.
keine Streckenlast = konstanter Querkraftverlauf = linearer Momentenverlauf

Wir erhalten also:
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