Stabilitat und Knickung
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Anschaulich erklart

Statisches Grundsystem Ausgeknickte Lage

e Ein durch Druckkraft F belasteter Stab (Abb. links) geht durch Steigerung der Last bis zu einem
kritischen Wert F, = A F bei geringster Stérung in die ausgeknickte Lage uber

e System ist flr den Praktiker dann unbrauchbar, nur noch von theoretischem Interesse
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Einfach erklart

a) stabil b) labil c) indifferent

Gleichgewichtszustinde einer schweren Kugel auf einer gekriimmten Unterlage

* Gleichgewichtslage 7, wird als stabil bezeichnet, wenn beschrankte Stérungen 6r, ebenfalls zu

beschrankten Lageanderungen fihren

* Wachsen dagegen bei beschrankter Storung die Bewegungen unbeschrankt, ist das System labil

* Indifferent sind diejenigen Systeme, die in jeder Lage 7, + 67, im Gleichgewicht sind
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Weitere Falle elastischer Instabilitat

Kippen eines Hochkanttréigers
Andere Fille:
* Beulen von Platten

* Kippen oder Biegedrillknicken von Tragern
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Weitere Falle elastischer Instabilitat

Kippen eines Hochkanttréigers
* Kippen tritt nur bei Tragern auf, deren Querschnittshohe gro im Vergleich zur Querschnittsbreite ist

* Bei bestimmten Biegebeanspruchungen tritt Instabilitat auf, die sich durch seitliches Auskippen bei
gleichzeitiger Torsion des Querschnitts daulSert



% Stabilitat und Knickung

Erscheinungsformen der Instabilitat

Instabilitiitsprobleme

der Elastostatik
Knicken Beulen Kippen Biegedrillknicken
Stibe Platten u. . .
Schalen Triger Stibe
Ausweichen Ausweichen Ausweichen Seitliches Auswelchen und
. ) - Verdrillung der
infolge infolge infolge Stabquerschnitte
Druckbelastung Druckbelastung Biegebeanspruchung infolge Druckbelastung
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Elastisches Knicken gerader Stabe

e Beschrankung auf die Ableitung der Knickgleichung fir gerade Stabe

* Betrachtung eines einseitig eingespannten Stabs, der durch eine Druckkraft ' mit der Exzentrizitat e
belastet wird:

N | O.(x)

N e #T J
N X < N(x) <

S El, T SN I B
< ﬁ > M(X)

ALY V x=

Kragtrager mit exzentrischer Last F Freischnittskizze Theorie 1. Ordnung
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Elastisches Knicken gerader Stabe

* In der klassischen Vorgehensweise wird das Gleichgewicht am unverformten System als Theorie 1.
Ordnung bezeichnet

Y F =0: N(x)=-F
Y F. =0: Q.(x)=0
d M =0: M, (x)=-Fe

* Beachten wir noch das Werkstoffgesetz E]},yw"(x) = —M ,(x), dann erhalten wir die Biege-
differentialgleichung nach Theorie 1. Ordnung:

Fe
El

»

w'(x)=
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Elastisches Knicken gerader Stabe

Entscheidender Unterschied: Wir betrachten das Gleichgewicht am verformten System!

* Vorgehensweise wird als Theorie 2. Ordnung bezeichnet

* Verschiebungen und deren 1. Ableitung werden als klein angemommen, daher Theorie , linearisiert”
 Wahrend der Verformung behalt die Kraft F ihre Richtung bei

* Durchbiegung w( ¢ ) am Stabende wird im Folgenden mit f abgekirzt
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Elastisches Knicken gerader Stabe

0. (X)
Q ~ w(x)
NN El W()C) A
F ’_
Yz M,(x) F
Ausgelenkte Lage Freischnittskizze nach Theorie 2. Ordnung

* Gleichgewichtsbedingungen fiir den abgeschnittenen Tragerteil (Abb. rechts):

Y F =0 N(x)=-F
YF =0 0.(x)=0
MM, =0 M, (x)=-Fle+ f—w(x)]
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Elastisches Knicken gerader Stabe

* Das Schnittmoment M,, (x) hangt von der noch unbekannten Verschiebung w(x) ab.

* Der Zusammenhang E]J‘,},,W"(x) = —M ,(x) zwischen der linearisierten Krimmung und dem
Biegemoment gilt weiterhin!

» Damit erhalten wiraus £/ w"(x)= F[e + f - w(x)] und mit der Abkirzung

ET

»

KZ il

die inhomogene lineare DGL 2. Ordnung:

w'(x)+ Kk w(x)=x(e+ f)
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Elastisches Knicken gerader Stabe

e Die vollstandige Losung der DGL setzt sich zusammen aus der homogenen und der partikularen
Losung, also w(x)=w,(x)+w,(x):

* Homogener Teil: .
w, (x)+1<2wh(x)=0

und inhomogener Teil / partikulare Losung:

rn

w, (x)+1<2wp(x)=1(2(e+f)

 Durch Einsetzen wird relativ schnell ersichtlich, dass w, = C, sinkx + (', coskx Lésung der
homogenenund W, = ¢+ / partikuldre Lésung der inhomogenen DGL ist, sodass gilt:

w(x)=C,sinkx+C,coskx+e+ [
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Elastisches Knicken gerader Stabe

* Erste Ableitung bilden, um die Konstanten aus dem geometrischen Randbedingungen ermitteln zu
kdnnen:

wi(x)= K(CI coskx — C, sin K)C)

e Die beiden Konstanten werden nun aus den Randbedingungen an der Stelle x = 0 bestimmt:

wWx=0)=0=C,+e+ | —>C,=—(e+ )
wi(x=0)=0=C(,

* Einsetzen der Konstanten liefert zunachst fur die Verschiebung:

w(x)=(e+ f)(1—coskx)
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Elastisches Knicken gerader Stabe

Unter Beachtungvon wW( ()= f =(e+ f )(I —cosk/l) folgen die Beziehungen

e cosk/l
e+ f=—i evf=—T ooy
cos k/l 1 —cosk/ 1 —cosxl

und damit endgultig:

e(l—coskx)

wix)=

cos K/

Die Durchbiegung w(x) ist also mit der Exzentritat e des Kraftangriffs proportional

Fir e = 0O folgt auch weiterhin w = 0, also keine Auslenkung bzw. Stab bleibt in gestreckter Lage
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Elastisches Knicken gerader Stabe

* Die Form der Biegelinie im kritischen Fall erhalten wir, wenn wir aus der vorherigen Gleichung mit der
zweiten Gleichung fiir e + f die Exzentrizitat eliminieren:

[ — cos Kx

W(x)= f j

—cosk/l

* Auch im kritischen Fall ist die Biegelinie mit cosk/ = () eine Kosinuskurve, deren Amplitude nicht
bekannt ist, da f selbst nicht bestimmt werden kann

* Zu den kritischen Werten, die periodisch fur cosk? = () bestimmt werden kénnen

w 3n S5; T
{ =0 (= — — — ... = 2]—1)— =123...
COS K — K R (J )2 (.I » L )

gehoren auch kritische Lasten Fk .



&

Elastisches Knicken gerader Stabe

Die kleinste kritische Last (und nur die ist praktisch von Interesse) ergibt sich bei j = 1 und K/ = 7‘{:/2

(1) — Yy

¢ 40’

Erst wenn die Druckkraft F' in die Nahe von ka kommt, wachsen die Auslenkungen Uber alle
Grenzen!

Sind beide Krafte gleich, sind wir am sog. Verzweigungspunkt, darliiber wechselt das System von einer
stabilen in eine indifferente Gleichgewichtslage

Annahme: Das System hat weiterhin nur kleine Auslenkungen, bei zu groBen Auslenkungen
funktionieren die Ansatze nicht mehr!
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Die Eulerschen Knickfalle

 Leonhard Euler veroffentlichte 1759 in seiner Arbeit die vier unten skizzierten Knickfalle:

F F F F
I ¢ 1) i/ £ V) £
T yay = T /A

Eulersche Knickfdille
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Die Eulerschen Knickfalle

* Die vier Knickfalle stehen in einem engen Zusammenhang und unterscheiden sich lediglich in ihren
Randbedingungen

 Um diesen Zusammenhang aufzudecken, miissen wir die allgemeine DGL fiir den Knickstab herleiten:

X x+dx

»
>

W}x) w(x) ldw(x)

M,(x)+dM(x)
N(x)+dN(x)

Q.(x)+dQ.(x)

Freischnittskizze fiir ein Stabelement im ausgelenkten Zustand
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Die Eulerschen Knickfalle

* Wir notieren das lokale Gleichgewicht (GG) am verformten Stabelement, es gelten weiterhin alle bei
der Balkenbiegung getroffenen Annahmen.

Zusatzlich gilt, dass:
1. Iyy Haupttragheitsmoment ist
2. auBer der Randbelastung keine langs der x-Achse verteilten Krafte auftreten und
3. die Verschiebungen u(x) (wie gehabt) in Stablangsrichtung vernachlassigbar klein sind.

* Die GG-Bedingungen liefern:

Y F. =0 dN =0, also N'=0
Y F =0 dQ. =0, also Q. =0
ZM{“ =0 dM , = Q.dx+ Ndw =0, also M, +Nw'-Q. =0
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Die Eulerschen Knickfalle

* Durch Differentiation der 3. Gleichung folgt unter Berlicksichtigung von N'=(0.' =0 :
M'(x )+ Nw"(x )= 0, was unter Einbeziehung der Momenten-Krimmungsbeziehung
M =—EI w"(x)undder Normalkraft N = -/ tbergeht in eine homogene DGL 4. Ordnung:
[Elvlﬂ’,(x)w”(x)] + Fw'"(x)=10

* Bei (abschnittsweiser) konstanter Biegesteifigkeit erhalten wir so die DGL des Knickstabes:

w"(x )+ w(x)=10
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Die Eulerschen Knickfalle

* Die Losung dieser homogenen Differentialgleichung lautet:

w(x

)=C,sinkx+ C,coskx+C,x+ C,

A
N

—_— «—

W,

-

Der 3. Eulerfall
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Die Eulerschen Knickfalle

* Die Konstanten ('; bis (", werden aus den Randbedingungen bestimmt

 Exemplarisch wird hier der 3. Eulerfall betrachtet (alle anderen Lagerungsfille analog):

w(0)=10 0 + C, + 0 + C, = 0
w'(0)=10 Cx + 0 + ¢, + 0 = 0
w(l)=10 ~ C, sinx/ + C,cosxtl + Ci0 + C, = 0
w'(l)=10 ~Cx’sinl — Cx’cosx! + 0 + 0 = 0

Dieses homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der vier Konstanten besitzt nur dann eine
nichttriviale Losung, wenn seine Nennerdeterminante verschwindet (also = 0 wird)
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Die Eulerschen Knickfalle

* Aufstellung der Determinante:

0 1 0 )i
K 0 )i () _
D= , =kl coskl —sinkl =0
sink/ cosx/l 4 1
—x?sinkl | —x° cosxl () ()

* Die Determinante verschwindet nur, wenn folgende Gleichung erfullt ist:

tankl =/

* Diese transzendente Eigenwertgleichung hat unendlich viele L6sungen, die Eigenwerte des Problems!
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Die Eulerschen Knickfalle

* Die Losung fur diese Gleichung kann durch Approximation (bspw. nach NEWTON) erfolgen, z. B. so:

15

. 1 ' I I
| i i } ii
| | | ! i:
| g | “
| Kfﬂ ;; ‘
0 : L : =L :

/ KL / Kzfi( i, Kl

s K

-10

tanxt ”

-15 '
0 5 10 15

194

Darstellung der Eigenwertgleichung
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Die Eulerschen Knickfalle

* Die ersten drei Eigenwerte sind:

K, =4,4934
K,(=7,7253
K;0=109041
20,2 EI
e Zum ersten Eigenwert gehort die kleinste Knicklast: ka = IE =

Knicklasten zu hoheren Eigenwerten werden entsprechend berechnet.

 Dem vorherigen Gleichungssystem konnen wir die folgenden Verhaltnisse zwischen den Konstanten
entnehmen:

C,=-0,;C,==-Cx; C,=-C, tanx/
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Die Eulerschen Knickfalle

* Einsetzen liefert die Form der Knickfigur:

wix)= (_,*J[Sin Kx + tanxl(1— coskx ) — K)C]

die allerdings nur bis auf eine Konstante (hier (; ) festgelegt ist.
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Die Eulerschen Knickfalle

-10 I I
W(EXK L)
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Darstellung der ersten drei Knickfiguren fiir den 3. Eulerfall
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Die Eulerschen Knickfalle

* Da die verbleibenden Lagerungsfille jeweils ahnliche Formeln ergeben, macht es Sinn, die Knicklasten
zu einer einheitlichen Knickformel zusammenzufassen:

> 2
nEl,, nEl, . T
Yy _ mit 14

E 2 ﬁ 2 “k
( T/ K ) oy K

-

2
=KLl =
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Die Eulerschen Knickfalle

tank/l cosxkx

-‘_....-.'-'-\ __"-I-._-“-
— \ STNKX

) N 4

-3 N
’ \\_-
0 01 0.2 0.3 0.4 05 06 0.7 0.8 09 1

E=x/1/

Nulistellen der Kriimmung der Knickfigur
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Die Eulerschen Knickfalle

* In der obigen Gleichung bezeichnet fk die Knickldnge des Stabes

* Es lasst sich zudem zeigen, dass die Knicklange identisch ist mit dem Abstand der Wendepunkte der
Knickfigur

* Durch zweimalige Ableitung der Durchbiegung folgt namlich fiir die Krimmung
w'(x)=-x"C, [Sin KX — tan xl cos Kx]
und damit die Bestimmungsgleichung fir die Nullstellen:

w'(x)=0=sinkx —tan kl cos Kx
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Die Eulerschen Knickfalle

* Der Gleichung kénnen wir entnehmen, dass die Losung X = / lautet
* Es existiert allerdings noch im Bereich () < x < f eine zweite Losung

* Dazu missen wir die vorherige Gleichung mit X = ¢ — x transformieren und erhalten
0 = sin 1{(@ — f) — tanx/l COSK(€ — )?) = Sin K)?[COSK@ + tan k! sin K@]

* Fir k¥ =&, kommt imBereich () <x < aus sinx,X =0 dieNullstelle X = /K, =/,

* Damit haben die beiden Wendepunkte der Knickfigur zum 1. Wendepunkt den Abstand fk
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Die Eulerschen Knickfalle

Euler-Fall

Eigenwert-

gleichung

sinkl =0

tankl =kl

K/ sinkl =
2(] —cos l<:€)

Kleinster

Eigenwert

Kkl =m

K/ =449

kl =2m

Knickldange

ly

~ 0.7/

l
2

Grundgleichungen zu den Eulerfdllen




%’ Stabilitat und Knickung

Beispielaufgaben
Aufgabe 6.4 Fiir den auf Druck p EJ A6.4
beanspruchten elastischen Stab _"“’7777—‘&
sind die Knickbedingung und . 7 ] -

die kritische Last zu bestimmen.

* Gross, Wriggers, Ehlers (2011): Formeln und Aufgaben zur Technischen Mechanik 2 (10. Aufl.). Berlin, Deutschland: Springer.

© examio



@ Stabilitat und Knickung

Losung Aus der allgemeinen Losung der DGL des Knickstabes

w=Acoshr+ Bsinhr+Chr+ D, A=
w' = —AXsin \x + BAcos \xz + C\ ,
w” = —M/EI = —AN° cos \x — BA*sin Az,
w" = —Q/EI = AN’ sin Az — BA\® cos Az

und den Randbedingungen erhilt man
w0)=0: ~ A+D=0 ~ D=-A4,
w'(0)=0: ~ B+C=0 ~ C=-B,
w'(l)=0: ~ —AsinA + BcosA+C =0,
QU)=0: ~ AsinAl — BcosAl=0.

© examio



@ Stabilitat und Knickung

Einsetzen von C' = —B liefert fiir die beiden letzten Gleichungen
Asin Al — B(cos Al —1) =0,
Asin A\l — Bcos Al = 0.

Hieraus folgt B = 0, und die Knickbedingung lautet damit

sin A\l =0 ~> Anl = nm (n=1,2,3,...).

Der kleinste Eigenwert A1l = 7 liefert die kritische Last

© examio
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%’ Stabilitat und Knickung

Durch Einsetzen der Konstanten und des Eigenwertes erhilt man die
zugehorige Knickform

w:A(cos%—l),

wobei A unbestimmt ist.

Anmerkung: Die kritischen Lasten fiir den gegebenen Fall und fiir den
2. EULERschen Knickfall sind gleich.

© examio
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@ Stabilitat und Knickung

A6.6

Aufgabe 6.6 Der links eingespann-
te elastische Stab 1st be1 B federnd
gelagert (Federkonstante c).

Es 1st die Knickbedingung zu
bestimmen.

© examio
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%’ Stabilitat und Knickung

Losung Die allgemeine Losung der Differentialgleichung des Knicksta-

bes lautet

w=AcosA\r + BsmAr+CAx+D .

/
w

t

w

w

e

—AAsin Ax + BAcos Ax + CA

2\ =

—M/EI = —A)N* cos \x — BA? sin \x |

—Q/EI = AX’sin Az — BA® cos Az .

© examio
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@ Stabilitat und Knickung

Aus den Randbedingungen

w(0) =0, ;2(3) B
w’ — u'? ) B Py Foyw(l)
(0)=0, Ui B“‘\Tm,xl(g)

e 0 g

Q) = —cw(l) + F /(1)
folgt das homogene Gleichungssystem
A+D =0,
B+C=0,
—Acos Al — Bsin Al =0,
Acos Ml + Bsin Nl +C(\M — EIN*/e)+ D =0 .

© examio
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@' Stabilitat und Knickung

Eliminieren der Konstanten fithrt auf die Eigenwertgleichung (Knick-

bedingung)
El A
tan Xl = A\l — (\)° — . tan Al
() cl3 2 ., t-al'i A
..-"'.".'. n/? /"\11J m __l"‘f
: . : 0 p= LA
Die Losung dieser transzendenten _ T \
Gleichung kann grafisch erfolgen. S / . ’
Im Spezialfall EI/cl® = 1 erhilt A= (AD)? |/
man als ersten Eigenwert |
Bl t

MIZ 1,81 ~ Flgpe 23,27 P

© examio

40



@ Stabilitat und Knickung

A6.8

Aufgabe 6.8  Gegeben se1 der skizzier-
te Halbrahmen mit folgenden Querschnitts-
werten fiir den Stiel ® und den Balken @

Geg.: [y =5,0m,
lo =1,0m,
E =2,1-10" kN/cm? .
ar=1,2-107° 1/K ,
A1 = 50,0 cm? .
Ii =500 em®,
I, = 10000 cm? .

Um wieviel Grad Kelvin darf der Stiel @

hochstens erwarmt werden, ohne auszukni-
cken”

© examio
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@' Stabilitat und Knickung

Losung Wir wihlen als Ersatzsystem fiir
den Stiel einen Knickstab gemafl EULER-Fall
2 mit s = [1. Die Knicklast hierfiir betragt:

2 " 500
— 414,52 kN .

P2 EDL 5 2,1-10%. 500
n = _

© examio
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@' Stabilitat und Knickung

Die Verschiebungen des Stieles @ und des

Balkens @ ergeben sich wie folgt:

Bl 414,52 - 1003

f_:3E12:3'2,1-104-104
= 0,658 cm ,
Fi lq
Al = e1l1 = — v AT [
101 EAlJr&T 1

= —0,1974 + 6 - 107 3AT .

© examio

AT

43



@ Stabilitat und Knickung

Aus der Kompatibilitatsbedingung
f=Al ~ 0,658 = —0,1974 + 6 - 10 AT
erhalt man die gesuchte Temperaturdifferenz

AT = 142,5 K .

© examio
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@ Stabilitat und Knickung

A6.10

Aufgabe 6.10 Die nebenste-
hende Konstruktion wird von
zwel Staben aus einem doppel-

symmetrischen Profil (jeweils
I, = 21I%) gebildet.

Wie grof3 darf die Abmessung
a maximal werden. damit kein
Knicken auftritt?

© examio
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%’ Stabilitat und Knickung

Losung Aufgrund der Symmetrie von Tragwerk und Belastung ergeben
sich die Druckkrafte in den Staben zu

V2
Zur Untersuchung der Stabilitat sind die jewells unterschiedlichen La-
gerungsarten und Biegestelfigkeiten zu betrachten.

© examio

46



@ Stabilitat und Knickung

Stab @ 1st am unteren Ende gelenkig gelagert. Das obere Ende ist in
einer festen Hiilse und 1st iiber ein Momentengelenk mit Stab @ ver-
bunden. Dies entspricht dem 3. EULERschen Knickfall. Damit folgt bei

Knickung um die lokale y-Achse des Profils

E1,
F

_ 2
ko :2104?1' El,
NG 2a?

und bei Knickung um die lokale Z-Achse mit El==0,5FE1,

ST = ~ a1y = 1,207

F 2EI= EI
S =——=204"1 ~  ayz =085 —=Y

V2 2a° F

© examio
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%’ Stabilitat und Knickung

Stab @ 1st am unteren Ende durch ein Scharniergelenk mit Bewegungs-
achse in y-Richtung gelenkig gelagert, beziiglich der z-z-Ebene ist der
Anschluss biegesteif. Das obere Ende 1st entsprechend Stab 1 gelagert.
Knickung um die lokale y-Achse entspricht dem 3. EULERschen Knick-

fall. Mit So = S erhalt man

A2y = A1y .

© examio 48



@' Stabilitat und Knickung

Eine Knickung um die lokale Z-Achse stellt den 4. EULERschen Knick-
fall dar und fithrt mit £El== 0,5 E[, auf

F > ET EI
Sy = — = 2. Yy oo - =1.19 ¥
2 NG 2,04 5.2 a2 1,197 =

Da a1z den kleinsten Wert darstellt, ergibt sich die kritische Lange zu

i El
Qrerit = 0,857/ —% .

F

© examio
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