Torsion
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Einfach erklart

* Bei Torsion verdreht sich ein Kérper infolge eines von aulBen anliegenden Torsionsmoments

* Dieses Torsionsmoment M verursacht Schubspannungen tim Querschnitt
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Einfach erklart

Falls sich die Querschnitte in Richtung Stabachse aus ihrer Ebene ,bewegen” konnen, so kommt es
zur ,,Verwolbung”

Diese Verwolbung nennt sich auch ,,Saint-Venant‘sche Torsion”
Man nennt verwoélbungsbehinderte Torsion auch , Wolbkrafttorsion”

M ist positiv, wenn M, am positiven Schnittufer als Rechtsschraube um die Stabachse dreht (auch
,Rechte-Hand-Regel“)
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Torsion von Kreisquerschnitten

* Weitere wichtige GrofSe bei der Torsion ist die sog. ,,Verdrillung“, anschaulich als ,,Verschiebewinkel
pro Flacheneinheit”

* Querschnitte bleiben eben, d. h. keine Verschiebungen in x-Richtung (also keine Verwdlbung)

* Querschnitte bleiben formtreu, d. h. sie verformen sich bei Torsion nicht und verdrehen sich nur um
einen Winkel ¢(x).

* Die Gleitung vy ist auf der gesamten Zylinderoberflache gleich
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Torsion von Kreisquerschnitten

, , dM, +m, -dx =0
1. Gleichgewicht

m; J — dMT _
MT*H-— i S u—. — M + M dx T
2. Kinematik r-dp=y-dx
a 4 m—) y=@ r=0-r
\___ d
dx

3. HOOKE'‘sches Gesetz:

t=G-y=G-ro' =—=0Q Drillung, Verwindung
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Torsion von Kreisquerschnitten

4. Aquivalenz von Schubspannung und Torsionsmoment

MT:Jr-rdA
A

5. Aufstellen der Differentialgleichungen

M, =|t-1dd=Gp'[PdAd=Gl,p' == |M, =Gl
4 4

M, =(GL¢') =-m,

— (G[Tq)’)' = —m,

1, = I, Torsionstragheitsmoment
GI; : Torsionssteifigkeit

my : Streckenlast / Moment pro LE
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Torsion von Kreisquerschnitten

* Differentialgleichung fiir Drillung:

(GITH)’ = —m;

Sonderfall: G/, = const.

GlL.¢"=-m,

Gl,0"=—-m,

Falls M, = const., dann erhalt man fur die Endverdrehung bzw. den Verdrehwinkel ¢;:
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Torsion von Kreisquerschnitten

6. Schubspannung

) |7 = T-}'/' K/Tmax

MT = G]T@’ ]T z-max
Tpax rittamRand 7 = R auf:
M M M M
— T — T _ T . T
z-max_] R_]/R_W m—> TmaX_W
T T T T
]T
WT = E . Widerstandsmoment gegen Torsion

© examio
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Torsion von Kreisquerschnitten

Schubspannung Schubfluss
A <

Schubfluss: I'=17(s)-t(s)=const.

M
Torsionsmoment: M, = IT(*S*)'I(S)"ldS‘ = T&r‘lds =724 = T =—1_

l l 2AI’H
(dAm = Eilds — A = ngﬂlds)

Schubspannung : [T =—= Erste Bredtsche Formel

examio
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Torsion von Kreisquerschnitten

* Drillung:

© examio
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Torsion von Kreisquerschnitten

dv=r-dep-cosa=r-cosa-dp=r -de

Profilmittellinie

FE ids = Ug —uA;O

ou
Keine Klaffung: C'f)ﬁ_ds — .
S SA S

—)> (ﬁéd_s =@ Cﬁllds =@ -2A

T T M;

- d

- GdS:<ﬁG.tdS:<j>G-t-2-Am S: M,
Z-Am 2.Am 2.Am G |:(2°A111 )zlll;’f(j) (1/f)d$‘:|

2

© examio 11
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Torsion von Kreisquerschnitten

_ (2Am )2
(j‘)lds
t
Sonderfall : t(s)= const.

LAY (A _(24,)

. q.)%ds ) (]Sds U

Mit: 1,

U= @ds Profilumfang

examio

E—

Zweite Bredtsche Formel

(24,) -1

U




&
Verwolbung

Verformungen unter Torsion:
* Keine Verformungen in der y-z-Ebene (formtreu)

* \Verschiebungen u in x-Richtung (Stabachse) moglich, die nicht Gber den Querschnitt konstant sind

* Dieser Effekt wird als Verwolbung des Querschnitts bezeichnet
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Verwolbung

Bestimmung der Verwodlbung u(s):

Gy =G L M, Al
T = 7| T -
/= Lo oS 24 1- (r 4 0s
T M. S T M., )
U= ~ s U
f 2A f . C;S 214”.?’[ * (T
M, 1

mmm> |1u(S) = I—dg_

os

24 G

J

1(s)

dS—gDJ‘I"ldS+(

C=

Integrationskonstante

© examio
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Verwolbung

Woblbfreie Querschnitte:

1 OO

Nicht wolbfreie Querschnitte :

examio

A
A

h/th :b/tb

Vollquerschnitt
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Torsion diinnwandiger offener Profile

h ——--MT

max

© examio

max

.
t(y)=——v: A =2y-h
(y) I/Z y m y

dl"  dM,

dTl = dy, T= =
r(y)dy; 0 2Ady

m

dM, =24 dT =81m 12 . gy
!

16



1§ Torsion

Torsion diinnwandiger offener Profile

) M, = I dM , =—Z'nmhl‘2
0
T = MT :MT l o
max lhfz WT WT :Ehr
Torsionstragheitsmoment :
24)  (24.)) 2-2yh)
ar, = l’”) (24,) 4 Z20)
$-as ds 2h
dy
t/2 t/2 l
_ _ 2 _ 3
I = J;dlr = £8hy dy =t

© examio
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Zusammengesetzte Profile

Hzgofzg — MT(F'.) — MT
" Gl,, G,

Drillung fir alle Querschnittsteile gleich, da Querschnitte formtreu, also in der y-z-
Ebene ihre Form beibehalten!

1 3 I l Zh} 'lf
MT :ZMT(I') [nglr(f):;zhi°c VVI":r_T:_r—
Maximale Schubspannung: M, T M
. T
(3 L= =
max(7)

My GI..,. I, -VVT“) I,

T imax(i) :ﬁ; MT(;) — G;(?) .MT E—— -

T() T w L

L =—1

Die maximale Schubspannung im Gesamtguerschnitt tritt also an der Stelle
mit dem maximalen t; (dickste Stelle) auf!

© examio



B, .
1> Torsion

Beispielaufgaben:

A4.1 Aufgabe 4.1 Ein einseitig
eingespannter Stab mit Voll-
kreisquerschnitt wird durch
ein Kraftepaar beansprucht.

Wie grof3 darf F  hochs-
tens sein, damit die zulissi-
ge Schubspannung 7,4 nicht
tiberschritten wird? Wie grof3
1st in diesem Fall die Verdre-
hung des Endquerschnittes?

Geg.: R =200 mm, »r =20 mm, [ = 5 m, 7,u,1 = 150 MPa,
G =0,8-10° MPa.

* Gross, Wriggers, Ehlers (2011): Formeln und Aufgaben zur Technischen Mechanik 2 (10. Aufl.). Berlin, Deutschland: Springer.

© examio
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Losung Das Torsionsmoment (Schnittmoment)
Mt =2RF

1st iiber die Liange des Stabes konstant. Die maximale Schubspannung
1m Querschnitt folgt mit

Wr = g’rg

£
M _ARF
P We o w3

© examio
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Damit die zulassige Spannung nicht tiberschritten wird,

3
Tmax E Tzul e F <_: z; Tzul -
Daraus erhalt man
9 : .
Tr 7 - 8000 - 150 B}
Frax = sul = = 4710 N .
AR 1-200 —

© examio

muss gelten
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Die Verdrehung (im Bogenmaf}) bei dieser Belastung ergibt sich mit

Ir = gfl und Mr = 2RFax

Z1

5 Mrl _ maal _ 1505000 _
=" GIr Gr 0,8-106-20

Dies entspricht einem Winkel von 27°.

© examio

0,47 .
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Aufgabe 4.2 Fiir einen Stab, der das 2% A4.2
Torsionsmoment Mp =12 10° Nm
aufnehmen soll, stehen vier verschie-
dene Querschnitte zur Auswahl.

Wie miissen die Querschnitte dimen-
sionlert werden, damit die zuléssige
Schubspannung 7,4 = 50 MPa nicht
uberschritten wird? Welcher Quer-
schnitt 1st vom Materialaufwand am
giinstigsten?

© examio
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Mit den Torsionswiderstandsmomenten

Wr, =

78 2T T
—*, Wp="dt*=—d°

Wr, = 2nc’t =
T3 = &7¢ 3 150

© examio

a’, Wr, =0,208 -8 b = 1,664 b” .
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erhalt man durch Einsetzen

=

o

3

3

2N

TTzul

5 M T

T Tzul

= 53,5 mm .

= 72.6 mm

1

Q:

I~

© examio
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= 52,4 mm ,

1,664 T,

|

150 M

T Tzul

— 225, 5 mm .
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Daraus ergibt sich fiir die Querschnittsflachen

Aq — 1a? :89,81:31112., Ao — Ap? = llD.,Ucm?,
A= =33 1em’,  Ay=za®=319,4cm’
= . o)

Der dritte Querschnitt, (d. h. das diinnwandige, geschlossene Profil)
1st demnach vom Materialauftwand her am giinstigsten.

© examio
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A4.3 Aufgabe 4.3 Wie grof3 sind Vi v/
das zulassige Torsionsmoment :.._2_, ,:-._L
und die zulassige Verdrehung |~ ] -

im Fall des geschlossenen
bzw. des belr A geschlitzten v A
& 2t 2t 2t 2t
Pl‘DﬁlS? —I-*-l—+—l-=-l— —----—*—--—
(1

Geg.: a = 20 cm, t = 2 mm,

Tyt = 40 MPa, 1 1! h_1’day

[ =5 m, 4 ]

G =0,8-10° MPa. -~

© examio 27
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Losung Das zulassige Torsionsmoment und die zulissige Verdrehung
errechnen sich i beiden Fallen aus

M, I TpmWrl

in"'szul = TpuWr ; Aty = GIr — Glr

Im Fall des geschlossenen Profils gilt wegen t < a

ds a a a
Ap = a? . :2(— —)=3—
= f{t(s) ST t

W = 2A1tmin = 2a°t

© examio
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und es folgen

Mr, | = T,m2a*t = 6400 Nm ,

A'15131_1] = -

© examio
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Ist das Profil offen (bei A geschlitzt), so ergeben sich mit

1 I
It =3 Z 2h; =6t3a. W L

F T p—

Torsionsmoment und Verdrehung zu

Mr, | = Tpu3t°a = 96 Nm,

Z1 E - - O
A, = ;C"]f = 0,625 (235,8°%).

Anmerkung: Das geschlossene Profil ist wesentlich torsionssteifer als das
offene Profil.

© examio
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A4.5

Aufgabe 4.5 Der diinnwandige, qua-
dratische Kastentrager wird durch das
Torsionsmoment M7 belastet.

Es 1st die Verwolbung des Querschnitts zu
bestimmen.

© examio
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Losung Die Verwolbung wu(s) (Verschie-
bung in Balkenliangsrichtung) wird aus der
Winkelverzerrung

o ou N v
T 05 T x

der Wandelemente ermittelt.

© examio



Mit
o T ﬂ-irT
1T G T G2Art(s)
v _, W (oM
or  —dz -V Glt
A . 4 :
Ap = 4>, Ip = jﬁ 16'1{1 — 332@31&
r o
dv=r,dv y

ergibt sich daraus

© examio
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Os  8Ga2t

Ou M~ t 3r1(s)
t(s) da '

Integration liefert im Bereich @ (#(s) = 2¢, r = a) mit u(s=0) = 0
(dann ist « im Mittel Null!)

u1(s)

M |: 1 3 ] M
s —

—RGa2t |2 72| 7T T32Gat

© examio
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Integration liefert im Bereich @ (t(s) = 2t, r = a) mit u(s=0) = 0
(dann ist v im Mittel Null!)

u1(s)

T RGa2t |2 1| 7T T 3RGazt T

M~ |: 1 3 ] M~
5 —

2

Analog folgt in den Bereichen @ , ® , @

My | ’%
1a) = ggemle —2). ~ 1.
M Op L
M~ ’ |
ua(s) = —oomam 1~ dal. [ L
— RE S
My UT\\i)/«m 32Gat
uals) = a8 — bl - ~ 32Gat ©

© examio
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A4.9

Aufgabe 4.9 Eine homo-
gene, abgestufte Welle mit
Kreisquerschnitt 1st an den
Enden fest eingespannt und
wird durch das Moment My
belastet.

Wie gro3 sind die Ein-
spannmomente und die
Winkelverdrehung an der
Angriffsstelle von Mq?

© examio
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A
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Losung Das Problem ist ©

statisch unbestimmt, da die M4 @© Mp
Einspannmomente M4 und - -\ -
Mp aus der Gleichgewichts- A O B

bedingung

Ma+ Mp = My

allein nicht bestimmbar sind. Wird die Welle bel ' geschnitten, so er-
zeugen die in den Bereichen @ und @ konstanten Torsionsmomente an
der Stelle C' die Verdrehungen

_ Maa o _ Mg
B Glpy T Glpy

1

© examio
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Die geometrische Vertraglichkeit verlangt, dass beide Verdrehungen
gleich sind:

Vo =91 =12

© examio
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Einsetzen liefert mit

T 4 m 4
Ipy=gri,  Ipp =572

2

die Ergebnisse

1 1
M A = ﬂ-ir{] T . M B = M 0 45
| roa | r
0 e
2Moab

Vo = .
© e (brf’ 1 a-’r%)

© examio
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A4.13

Aufgabe 4.13 Der diinnwandige Holm mit Kreisringquerschnitt (Léin-
ge [, Schubmodul G, Radius r, Dicke ¢ < r) im Inneren einer Flug-
zeugtragflache wird durch ein linear veranderliches Torsionsmoment pro
Langeneinheit m7(z) mit m7(0) = 2moe und mr(l) = mo belastet. Am
Rumpf 1st der Holm fest eingespannt.

© examio
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A4.13

© examio

41



B, .
1> Torsion

A4.13

Man ermittele

a) das Torsionsmoment Mt (x) im Holm,

b) den Verlauf der Schubspannung 7(x) und die maximale Schubspan-
Nnung Tmax Infolge Torsion,

c) den Drehwinkel 9;, um den sich das Ende des Fliigels bei x = [ ge-
geniiber dem Rumpf verdreht.

© examio
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Losung zu a) Das verteilte Torsionsmoment ist durch

mr(zx) = (2 — %) mo

gegeben. Das Torsionsmoment ergibt sich durch Integration

2

Mr(z) = /mT (z)dx+ C1 = (% —2.3) mo + Cq

© examio
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mit der Randbedingung

Mr(l) =0

~ (% — 23) mo+ C1 =0 ~ C1 = gﬂlol

yAN

2
T T 3
Mr(z) = (;? — 2% - 5) mol .

© examio
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zu b) Fiir den diinnwandigen Holmquerschnitt berechnet sich die Schub-
spannung mit dem Torsionstrigheitsmoment It = 2773t zu

M mol x? r 3
r) = 2L — X2
) = T o (232 [ 2)

Die maximale Schubspannung tritt an der Stelle x = 0 auf und betragt

3 mol
4 r2t

Tmax =

© examio

45



B, .
1> Torsion

zu c) Mit dem Torsionstrigheitsmoment I und dem Schubmodul ¢
folgt fiir die Verwindung

/ Mr(x) mol 2 r 3
@) = el = G (259 T 2)

und fiir die Verdrehung

Mol 73 2 3
I(7) = = I
) = 3o (632 T z‘r) e

Die Integrationskonstante folgt aus der Randbedingung 9(0) = 0 zu

(2 = 0. Damit ergibt sich fir die Verdrehung 1; am Tragfliigelende
(x=1)

| :lrlrz.@,af2 1 3 | moig
: () 2GTr3t (6 T 2) L 3Gardt

© examio
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